Correction de ’examen d’Analyse 1

Durée 1h30

Exercice 1. 1. Soit x = 0, 336433643364 . ... On remarque que la période est 3364, elle comporte 4 chiffres.
On multiplie z par 10* = 10000 :

10000z = 3364, 33643364 - - - = 3364 + x

D’ou : 99992 = 3364, ce qui donne :
3364

T 9999
Ici a = 3364 € Z et b= 9999 € N*.

2. (a) Soit x > 0. Appliquons le Théoréme des Accroissements Finis (TAF) a la fonction f(¢) = In(t)
sur lintervalle [z, z + 1].
— f est continue sur [z, x + 1].
— [ est dérivable sur |z, z + 1[ et f/(t) = 1.
D’apres le TAF, il existe ¢ €]z, z + 1] tel que :

Fla+1) = f() = FO(z +1) ~2) = (e +1) ~In(x) = ©

Or,In(z+1)—In(z) =In (L) =In (1+1). Comme z < ¢ <+ 1, on a en passant & I'inverse :
x x
111
z+1 ¢ =z

En remplacant %, on obtient bien :

1 1 1
<lIn (1 + - <=
r+1 x T
(b) Pour n € N*, on a u, = (1+ 2)". Prenons le logarithme :

In(u,) =nln (1 + le)

En utilisant I’encadrement précédent avec z =n :

1 1 1
—— <In <1 + > < -
n+1 n n
Multiplions par n > 0 :

1
n<nln(1+><n:1
n+1 n n
n

On sait que lim T = L Par le théoréme des gendarmes :
n—-+oo

lim In(u,) =1
n—+o00

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit :

lim u, = el=e
n——+o00

3. Soient a,b > 0.
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(a)

A={a+bn|neN}L

— Minoration : Pour tout n € N, bn > 0, donc a + bn > a. inf A = min A = a.

— Majoration : bn — 400 quand n — +o00. A n’est pas majorée. sup A = +00.

B={(-1)"a+ 2 |neN}

— Sin est pair (n=2k) : a+ %. Les valeurs décroissent vers a.

— Sin est impair (n =2k +1): —a+ Tbﬂ. Les valeurs décroissent vers —a.

— Bornes : sup B = max B = a+ 2 (pour n = 2). inf B = —a (limite quand n — +00 et n impair).

C={a+ (L% | n e N*}.

n
— Sin est pair:a+%>a. Le maximum est pourn:2:a+g.

— Si n est impair : a — % < a. Le minimum est pour n=1:a —b.
— Bornes : supC =maxC =a + % et infC =minC =a —b.

Exercice

1. (a)

()

2. Théoréme du point fixe de Banach

Montrons par récurrence que Vn € N, |up41 — un| < AN*|ug — ugl.
— Initialisation : Pour n = 0, |u; — up| < A°|u; — ug| = |u1 — upl, ce qui est vrai.
— Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n. Au rang n+ 1 :

[unt+2 — unt1| = [ f(unt1) — f(un)]
Comme f est contractante de rapport A\ :
[Un+2 = Unt1| < Atnt1 — g
En utilisant ’hypothese de récurrence :
U to — Uni1| < MNAuy — uol) = N Huy — ug
La propriété est donc vraie pour tout n € N.
Soient n,m € N. Par I'inégalité triangulaire :
[Untm — Un| < |Untm — Untm—1] + [Untm—1 — Untm—2| + - + [Unt1 — Uy
En utilisant le résultat de la question précédente :
U — | < (AT APTRTZ o A g — g
Ut — Un| < N (L4 A4+ XY ug — g

m—1 [e]
Comme 0 < A < 1, la somme géométrique est majorée par sa limite infinie : lczjo N < kgo A= ﬁ

On obtient donc : .

A
1—-A

L’inégalité précédente montre que |ty 4y, — Uy — 0 car A™ — 0. La suite (u,,) est donc une suite
n—-+0oo

’un-l—m - Un’ < ’ul - UO‘

de Cauchy. Comme R est complet et que [a,b] est un fermé, la suite (u,) converge vers une limite
¢ € [a,bl.

2. Par l'inégalité triangulaire, en insérant u,1 :

LF(€) = L] < |f(0) = ung1] + [uns1 — £

Comme up+1 = f(uy), on a :

[f(6) =€l < 1F(0) = f (un)| + |uns1 — £]

Existence : Puisque u,, — £ et que f est continue (toute fonction contractante est lipschitzienne, donc
continue), alors f(u,) — f(¢). En faisant tendre n vers 400 dans 'inégalité :
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— () = flun)] = 0
— \un“ — E‘ —0
On en déduit que |f(¢) —£| = 0, soit f(¢) = ¢. { est un point fixe.
3. Unicité : Supposons qu'il existe deux points fixes z* et y*. Alors f(z*) = z* et f(y*) = y*. D’apres le
caractere contractant de f :

2" =y = £ (@) = fy7)| < Alz” =y

D’ou : (1 —\)|z* —y*| <0. Comme 1 — X > 0, cela impose |z* — y*| = 0, donc z* = y*. Le point fixe est
donc unique.

Exercice 3. Soit f : R — R une fonction continue.

Implication (ii) = (i) : Supposons qu'il existe ¢ € R tel que f(z) = cx pour tout € R. Alors pour tout
(z,y) € R?:
flz+y) =clr+y)=cx+cy=f(z)+ f(y)

L’assertion (i) est donc vérifiée.

Implication (i) = (ii) : Supposons que pour tout (z,y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y).

(a) En prenant x+ = y = 0 dans (i), on a f(0+0) = f(0) + f(0), soit f(0) = 2f(0). On en déduit que
£(0) = 0.

(b) Pour tout € R, en prenant y = —z dans (i), on a :
[+ (=) = f(2) + [(=2) = [(0) = f(z) + f(-2)

Comme f(0) =0, on obtient 0 = f(z) + f(—=x), d’'ou f(—z) = —f(z). (La fonction est impaire).
(c) Montrons par récurrence sur n que f(nx) = nf(x).

— Initialisation : Pour n =0, f(0-2z) = f(0) =0=0- f(x). Vrai.

— Hérédité : Supposons f(nz) =nf(zx). Alors :

f((n+1)z) = f(nz +z) = f(nz) + f(z) = nf(z) + f(z) = (n+1)f(z)

D’apres b), ceci s’étend & Z : si n < 0, posons m = —n € N, alors f(nz) = f(—mz) = —f(mz) =
—mf(z) = nf(z).
(d) Pour tout n € N, d’apres ¢) avec z = 1, on a f(n) = f(n-1) = nf(1). En posant ¢ = f(1), on a

f(n) =cn.
(e) Soit n € Z\ {0}. On a f(1) = f(n-2). D’apres ¢), f(n-1) =nf(L). On a donc c = nf(L), dou
JG) =5

(f) Soit ¢ € Q, alors g = g avec p € Z et ¢’ € N*.

=1 3) 1) 3=

Ainsi, f(q) = cq pour tout rationnel g.
(g) Soit z € R. Comme Q est dense dans R, il existe une suite de rationnels (g,) qui converge vers .
D’apres f), pour tout n, f(q,) = cqn. Puisque f est continue sur R :

flz)=f( lim g,)= lim f(g,) = ngrfoo cgn =c( lim g,) =cx

n—-+00 n——+oo n—-+oo

On conclut que f(x) = cx pour tout x € R.
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Exercice 4. Soit f une fonction trois fois dérivable sur I et g définie par :

Tr—a

5 (@) + f'(@) + K(z — a)®

1. Dérivabilité et calcul de ¢’ : Comme f est trois fois dérivable sur I, f et f’ sont au moins deux fois
dérivables sur I. Par somme et produit de fonctions dérivables, g est au moins deux fois dérivable sur 1.
Calculons la dérivée premiére ¢'(x) en utilisant la régle du produit pour le terme central :

J@)= 1) =0~ |5 (F @) + 7)) + 7500+ f@)| + 3K (@ - a)?
§@)= F@) ~ 3 @)~ 3 @)~ T @) + 3K (w — a)

En simplifiant les termes en f’(x), on obtient :

J(x) = f'(z) ; f'(a) _ ; af”(a:) +3K(z — a)2

2. Existence de ¢ €]a,b| tel que ¢'(¢) = 0 : Vérifions les conditions du théoréme de Rolle pour g sur
[a,b] :
— g est continue sur [a, b] (car dérivable).
— g est dérivable sur ]a, b|.
— g(a) = f(a) = f(a) =0+ 0=0.
— ¢(b) = 0 par définition de la constante K.
D’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0.
3. Existence de 6 €]a,b| et expression finale : Calculons ¢”(x) & partir de Uexpression de ¢'(x) trouvée
en (1) :

1 1 T—a
() = 38"@) - |51"@) + 5 @) + 6K (@~ o
" o T—a .y o 1 "
g'(x) = T2 ) 6K (e~ a) = (2~ a) (6K — 1" (x)
Appliquons maintenant le théoréme de Rolle & ¢ sur [a, (] :
_ g/(a) — f(a);f (a) —04+0=0.
— ¢'(¢) =0 (d’apres la question 2).
— ¢’ est dérivable sur [a, c| car f est trois fois dérivable.
Il existe donc 0 €]a, c[C]a, b tel que ¢”(0) = 0.
1
9'(6)= 0~ a) (6K ~ 5£"(0)) =0
Comme 0 # a, on a 6K = 1 f"(0), soit K = @.
Enfin, utilisons la condition ¢g(b) =0 :
b—a (0
0= 1)~ 1(a) ~ 5 ) + 6 + T2 byt
En isolant f(b) — f(a), on obtient la formule demandée :
b—a b—a)
16~ @) = "5 2 )+ ) - P )
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