Analyse 1
Série N°1

Propriétés élémentaires du corps des réels

Exercice 1. 1. Démontrer que sir € Q et = ¢ Q alors r + x ¢ Q. De méme, si r # 0 alors r - = ¢ Q.
2. Montrer que v2 ¢ Q.
3. En déduire : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.
4. Soient z,y € Q4 tels que /z,/y € R\ Q. Montrer que \/z + /y € R\ Q.
5. En déduire que v2 + /3 ¢ Q.

Exercice 2. Montrer que ﬁ% est irrationnel.
Exercice 3. 1. Démontrer que :
et y+]r—yl . _xty—|r—y
max(x,y) = — 5 et min(z,y) = —

2. Trouver une formule similaire pour max(z,y, z).

Exercice 4. Déterminer (s'ils existent) les majorants, minorants, borne supérieure, borne inférieure, plus grand
élément et plus petit élément des ensembles suivants :

0,11nQ, 10,1[NQ, {(—w Fne N*}.

Exercice 5. Soient A et B deux parties non vides de R telles que : Va € A,Vb € B,a < b. Démontrer que A
est majorée, B est minorée et sup(A) < inf(B).

Exercice 6. Soit f:[0,1] — [0, 1] une application croissante. On note E = {z € [0,1] : f(z) > x}.
1. Montrer que £ admet une borne supérieure b.
2. Prouver que f(b) = b.

Exercice 7. Soit A une partie non vide et bornée de R. On note B = {|z — y| : (z,y) € A%}.
1. Justifier que B est majorée.
2. On note 6(A) la borne supérieure de B. Prouver que 6(A) = sup(A) — inf(A).

Exercice 8. 1. Soient a < b deux réels.
(a) Montrer qu'il existe ¢ € R tel que a < ¢ < b.
(b) Existe-t-il ¢ € Q tel que a < ¢ < b? Justifier.
(c) Existe-t-il T € R\ Q tel que a < I < b? Justifier.
2. Montrer que ]a, b[ contient une infinité de rationnels et d’irrationnels.

Exercice 9. Montrer que {r3 | r € Q} est dense dans R.
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