\ Suites de Fonctions \

MODE DE CONVERGENCE INTERVERSION DES LIMITES Théoréme de convergence dominée

Y ! 7
‘@' Convergence simple (CS) Théoréme d’interversion des limites Théoréme de convergence dominée
On dit que (fn)n converge simplement sur A si, et seulement si, Soit a € A. Soit (fn)nen une suite de fonctions de I a valeurs dans K telle que :
pour tout x € A la suite (fn(x)) converge dans F.
On appelle limite ou limite simple de la suite (fn(z)), la fonction _ | ¥vn €N, lim fn(2) existe et égale by € F oVn %VL\I ,fn € Ci (I, KE
feFrA EI définie par: Si: i, ST 5 ofn, — f € C’m(I K);
Ve A f() . @) n eJdp € Oy (I,RT), intégrable, telle que:
T € z) = lim ). < 5 et
s pmJn «La suite (bn)converge; vn € N, |fn| < ¢ [hypothése de domination].
i Coly [y 25 7, Alors: { *fadmet une limite en a; | Alors :
A *Jl_r}rh In(z) = ngrfoo bn. e Les applications fy et f sont intégrables sur I;
“f:A—> F i
u Autrement-dit: e La suite (/ fn) converge et lim /fn = / I
lim (lim fo(@) = lm (lim fa(2)) ! Tl
a:l—rgl(nil}}oo " - ~1+oo :I:l—Nl "
; & Le théoréme de convergence dominée (TCVD) n’exige pas la con-
v . _ vergence uniforme de (frn), mais impose que f € Cm(1,K).
@ Convergence uniforme (CU) & SiVn € N, fn admet une limite b, en a € A et la suite (by,) diverge, alors
On dit que la suite de fonctions (fr)n converge uniformément vers (fn) ne converge pas uniformément ?Cm (I,K): Représente les fonctions continues par morceaux sur
fsi: 1.
1. II existe ng & partir duquel (fn — f) est bornée

CONTINUITE
n—-+oo

2. \fn = flloo ———0

0nnotefn—>foufnﬂ>f

REGULARITE DE LA LIMITE

Contuuutc par convergence uniforme

*Vn € N, f, continue sur A;
cvu

*fn _) f ) Wlutcz'vcrsmn limite-dérivée
Propriété caractéristique

ovs Alors: f est continue sur A. =i
o, *fn —> f
<

—+
B *||fn—f|\z;‘o =20

e Vn €N, fy, est de classe C1(I, F);

e (fn) converge simplement sur I;

e (f]) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

= e RN tell li =0
{ (en) o tetle que n_lr_{_looen Alors:

% Continuité par convergence uniforme locale
A
xVz € A ”fn _f”oo S én

; 1 .
*Vn € N, fn, continue sur A; e lim fneC(I,F);

n——+oo
*fn 2, f sur tout compact inclus dans A.

!
W Alors: f est continue sur A. ° (HHTOO f“) = nﬂ‘f o

a non convergence uniforme e (fn) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

Si fn —) f et 3(en) € AN H telle que

Bm  falen) — flen) - 0, INTERVERSION lim et f
n——+oo

Interversion limite-dérivées successives
alors f,, ne converge pas uniformément vers f sur A

Soit p € N* U {oo}.
N— A

Interversion lim et ]

Si:

Soit (frn) une suite de fonction de [a,b] dans F e Vn € N (ou a pcr) fn € CP(I, F);

Si: {*Vn €N, fn € C([a, ], F);

e Vk e [0,p—1], (fflk)) converge simplement sur I;
CU = CS * converge uniformément sur [a, b].
(fn) & [a, 8] ° (fy(Lp)) converge uniformément sur tout segment inclus dans
ﬂ) f, alors fn ﬂ) f. *lim f,, est continue sur [a, b];
5 b
Alors: +La suite (J; fu)n convergi ; b Alors:
5. . . _ . e lim est de classe CP sur I;
*xOn a Pinterversion nlgnoogfn (t)dt = {nleoo fn(t)dt. poim In
. e Vk € [0,p], ( ,(Lk)) converge uniformément sur tout segment
Exemple de Convergence Uniforme inclus dans I;
Considérons la suite de fonctions : e On a les interversions
z Convergence uniforme et primitive
fnl@) = n pour @ € [0, 1] % B I vk € [0,p] lim f . = lim f(k)
Soit (fn) une suite de fonctions de C(I, F'). Si: » Pl itee V™ T pedeed® °
fn converge uniformément vers f =0 sur [0,1]. On a :

(fn) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers f.
Pour tout a € I, on pose

1 . 1
Ifn = flloo = sup |fa(@)—0l== = lim —=o.

z€[0,1] w BT

x x
go:aﬂ—)/ F(&)dt etVnGN,cpn::c»—>/ fn(t)dt

fn converge simplement vers f =0 :
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