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Exercice 1 — Négations et valeurs de vérité

Donner la négation de chacune des propositions suivantes, et préciser sa valeur de vérité si elle ne
dépend pas du contexte :

1) Pour tout réel a > 0, il existe n € N tel que < a.
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Tous ces stylos sont bleus.
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3) Pour tous a,b,c € Z. Si a | be, alors a | bou a | c.
) Soient les ensembles

A={5n+7|neZ}, B={5n+32|necZ}.

Alors A # B.

Il existe un ensemble A contenu dans 7Z tel que A ne contient pas de multiple de 7.

Il existe a,b € N tels que : a — b = 1.

Pour tous a,b € Z, D, = Dy = a = b.

Etant donné quatre sous ensembles de R, au plus deux d’entre eux ont une intersection vide.
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Exercice 2 — Calcul propositionnel et tables de vérité

Soient A, B et C' des propositions.

1) Donner la table de vérité de A «ou exclusif» B.
2) Cours. Montrer que AN (BVC) < (ANB)V(ANC)et AV(BANC) < (AVB)A(AVO).
3) Simplifier 'expression suivante :

[~(AAB)|A((AVC)A=C).

Exercice 3 — Raisonnement par contraposée

Montrer par contraposée les propositions suivantes :
1) Soient a,b € Z. a?(b*> — ab) impair = a et b sont impairs.

2) Soit n un entier naturel tel que le reste de la division euclidienne de n par 3 est égal a 2. Alors n
n’est pas un carré.
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Exercice 4 — Raisonnement par récurrence

Montrer par récurrence les propositions suivantes :

1) Pour tout entier naturel n € N, on a

- n(n+1)(2n+1)
k= :
2 G

2) Pour tout n € N* 113! ... (2n + 1)! > [(n + 1)1
3) Pour tout n € N*, 8 divise 3%" + 7.

Exercice 5 — Opérations ensemblistes

Soient F et F' deux ensembles non vides.

1) Cours. En utilisant les tables d’appartenance, montrer que la différence symétrique est associative
dans P(E).

) Soient A et B deux éléments de P(FE). Résoudre 1'équation AAX = @. Ensuite montrer que
I’équation AAX = B admet une solution unique.
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Soient A, C deux parties non vides de E et B et D deux parties non vides de F'. Avez vous les

relations suivantes ?
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),

(Ax B)U(C x D)= (AUC) x (BUD).
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Donner les ensembles suivants
(D777 N D3goo) N D33,

({(z.y) eR?* |z 2 0} N {(z,y) € R? |2y = 0}) N (R x R).

Exercice 6 — Partitions

1) Soit n € N*. Posons
A ={ns+k|seN}, EeN, 0<k<n.

Les ensembles Ay forment-ils une partition de N7
2) Soit A un ensemble non vide. Soient By, ..., B, des sous-ensembles de A tels que

@ZBO;BlgBQ;...;Bn:A.

Posons D; = B;j \ Bj_1, pour j € {1,...,n}. Montrer que (D;)i<j<n forme une partition de A.
3) Donner une partition de R formée de 4 ensembles, et une partition de C formée de 3 ensembles.
4) [Facultatif] Soient A et B deux ensembles non vides, et soient (D;);cr une partition de A et (Fj);cs
une partition de B. La famille (D; x F)(jx)erxs forme-t-elle une partition de A x B?

Exercice 7 — Logique, implications et ensembles

[Facultatif]

1) Montrer que I'implication est transitive en utilisant les tables de vérité (N. B : La méthode directe
a été traitée dans le cours) : Si P, @ et R sont 3 propositions, alors

(P = Q)N (Q=R)=(P=R).
2) Simplifier les expressions logiques suivantes :
(~PVQ)A(-QVR), (PV(QAR)A(-PVQ), et
(PV Q)= R)A(-RV P).
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3) Dans chaque cas, voir si les propositions P et @) sont équivalentes

P:¥YmeN, IneN, n>m?+1,
Q:IneN, VmeN, n>m?+1.

Soient A, B et C des propositions
P: (A= B)AN(C = B), Q:(ANC)= B.
4) Dans chaque cas, voir si les ensembles A et B sont égaux

A={8n+12|neN}, B={8n+4|neN}L
A={8n+12|neZ}, B={8n—-4|necZ}.
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