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Enoncés et corrigés détaillés

Partie 1 : Division euclidienne et algorithme d’Euclide

Exercice 1 : PGCD, PPCM et algorithme d’Euclide

Soient les entiers a = 462 et b = 65.

1. Effectuer la division euclidienne de a par b. Préciser le quotient et le reste.
2. Utiliser l'algorithme d’Euclide pour calculer pged(462, 65).

3. En déduire ppcm (462, 65) en utilisant la relation entre PGCD et PPCM.
4.

Les nombres a et b sont-ils premiers entre eux ?

1) Division euclidienne

462 =65 X 747, 0 <7 <65.

Le quotient est ¢ = 7 et le reste est r = 7.

2) Algorithme d’Euclide

462 =65 x 747,

65="T7x9+2,
T=2x3+1,
2=1x2+0.

Le dernier reste non nul est 1; ainsi

pged(462,65) = 1.

3) Calcul du PPCM

Pour deux entiers non nuls a, b, pged(a, b) ppem(a, b) = |ab.
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Par conséquent,

462 x 65
ppem (462, 65) = + — 30030.

4) Entiers premiers entre eux

Puisque leur PGCD vaut 1, les entiers 462 et 65 sont premiers entre eux.

g="7, r=7, pged(462,65) =1, ppcm(462,65)= 30030.

Exercice 2 : Divisibilité

Soit n € N. Montrer que si un entier divise a la fois 15n + 4 et 10n + 3, alors il divise 5.

Combinaison linéaire

Soit d € Z tel que d | 15n+ 4 et d | 10n + 3. 11 divise toute combinaison linéaire entiére de ces deux
nombres. Or

3(10n +3) — 2(15n +4) =300 +9 — 30n — 8 = 1.
Donc d | 1, d’ou d € {—1,1}. En particulier, d | 5.

On obtient méme pged(15n + 4,10n + 3) = 1. La démonstration reste valable pour tout n € Z.

Partie 2 : Théorémes de Bézout et de Gauss

Exercice 3 : Identité de Bézout et Euclide étendu

On considere I'équation
3Tu+11v =1, (u,v) € 72

1. Justifier pourquoi cette équation admet des solutions entieres.

2. A Daide de lalgorithme d’Euclide étendu, trouver une solution particuliére (ug,vp)-

1) Existence de solutions entiéres

L’algorithme d’Euclide donne
37=3x11+4, 11=2x4+43, 4=3+1, 3=3x1
Donc pged(37,11) = 1. Le théoréme de Bézout assure 'existence de u,v € Z tels que 37u + 11v = 1.

2) Remontée de l’algorithme

1=4-3
=4—-(11-2x4)
=3x4-11

=3(37-3x11)—11
—3x37—10x 11.

Algebre I 2 Mohamed Najib LAATABI



Arithmétique dans Z Licence MI — S1 — 2025/2026

Une solution particuliere est

(u0,vo) = (3, —10).
En effet, 37 x 3 + 11 x (—10) = 111 — 110 = 1.

Exercice 4 : Equation diophantienne et Gauss

On cherche & résoudre dans Z? I’équation

(E): 37x+1ly =5.

1. En utilisant P'exercice précédent, donner une solution particuliere (xg,yo) de (E).
2. Soit (z,y) une solution quelconque. Montrer que 37(z — xo) = —11(y — yo).

3. En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer la forme générale des solutions de (E).

1) Solution particuliére

En multipliant I'identité 37 x 3 + 11 x (—10) = 1 par 5,
37 x 15 + 11 x (~50) = 5.
On peut donc prendre (xo,yo) = (15, —50).

2) Différence de deux solutions

En soustrayant 37z + 11yg = 5 de 37x + 11y = 5, on obtient
37(z — xo) + 11(y — yo) = 0,
c’est-a-dire 37(z — z¢) = —11(y — yo).
3) Ensemble des solutions
L’égalité précédente implique 11 | 37(z — xg). Comme pged(11,37) = 1, le théoréme de Gauss donne
11 | # — x. 1l existe donc k € Z tel que

x =15+ 11k.

En remplagant, on trouve 37 x 11k = —11(y + 50), donc y = —50 — 37k. Réciproquement, pour tout
k€ Z,
37(15 + 11k) + 11(—50 — 37k) = 555 — 550 = 5.

S = {(15+ 11k, —50 — 37k) : k € Z}.
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Partie 3 : Congruences et petit théoreme de Fermat

Exercice 5 : Calculs modulaires

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2023 par 5.

32024

2. Montrer que 13 = —1 (mod 7). En déduire le reste de la division euclidienne de 1 par 7.

1) Reste modulo 5

2023 = 5 x 404 + 3, 0<3<5b.
Le reste est donc .

2) Puissance modulo 7

Puisque 13 — (=1) =14 =2 x 7, on a 13 = —1 (mod 7). La compatibilité de la congruence avec les
puissances donne
132020 = (—1)224 =1 (mod 7).

Comme 0 <1 < 7, le reste est .

Exercice 6 : Petit théoréeme de Fermat

Soit p = 11, qui est un nombre premier.
1. Calculer 3'° modulo 11.

2. En déduire sans calculatrice le reste de la division euclidienne de 320?° par 11.

3. Trouver l'inverse de 4 dans Z/117Z.

1) Application du petit théoréme de Fermat

Comme 11 est premier et pged(3,11) = 1,

3=1 (mod 11).

2) Réduction de ’exposant

On écrit 2025 = 202 x 10 + 5. Alors
320% = (319)2023% = 3% (mod 11).

Or 35 =243 =22 x 11 + 1, donc

32025 =1 (mod 11).

Le reste recherché est 1.
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3) Inverse de la classe de 4

Ona4x3=12=1 (mod 11), donc

1'=3 dans Z/11Z.

Partie 4 : Primalité et fonction d’Euler

Exercice 7 : Décomposition et diviseurs

Soit I'entier n = 360.
1. Donner la décomposition en facteurs premiers de n.

2. Déterminer le nombre de diviseurs positifs de n, puis le nombre de ses diviseurs dans Z.

1) Décomposition en facteurs premiers

360 = 36 x 10 = (22 x 32)(2 x 5) = | 2% x 32 x 5|,

2) Nombre de diviseurs

Un entier positif d divise 360 si et seulement s’il s’écrit de maniére unique
d=23°57, 0<a<3, 0<B<2 0<~y<I1.

Il y a 4 choix pour «, 3 pour 3 et 2 pour «. Ainsi le nombre de diviseurs positifs est 4 x 3 x 2 = 24.
Chaque diviseur positif fournit un diviseur négatif distinct ; 0 ne peut pas diviser 360.

‘ 24 diviseurs positifs, 48 diviseurs dans Z. ‘

Exercice 8 : Fonction indicatrice d’Euler

Pour n > 2, la fonction indicatrice d’Euler ¢(n) compte les entiers a tels que 1 < a < n et pged(a,n) = 1.
1. Calculer ¢(13).
2. Calculer ¢(10).

k

3. Sachant que, si n = p{* -+ pp* est la décomposition de n en facteurs premiers distincts, alors

w(n)znﬁ(l—pli),

i=1

calculer ¢(360).
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1) Cas d’un nombre premier

Les entiers 1,2,...,12 sont tous premiers avec 13. Donc

p(13) =13 —1=12.

2) Calcul de la fonction d’Euler en 10

Parmi 1,2,...,9, les entiers premiers avec 10 sont exactement 1,3,7,9. Ainsi

©(10) = 4.

On retrouve ce résultat avec 10 =2 x 5 : p(10) = 10(1 — 1/2)(1 — 1/5) = 4.

3) Calcul de la fonction d’Euler en 360

Comme 360 = 23 x 3% x 5, les nombres premiers distincts qui le divisent sont 2,3, 5. La formule donne

((360) = 360 (1 - %) (1 _ é) (1 B %)

:360><%><§><—:96.

(G20 =N

e(13) =12,  (10)=4,  ¢(360) = 96.
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