UNIVERSITE MOHAMMED V

FACULTE DES SCIENCES DE RABAT

Département de Mathématiques

FORMATION UNIVERSITAIRE

Licence — Sciences Mathématiques

Algebre 111

CHAPITRE 4

Matrices

Opérations, rang, inversibilité et changement de base

SUPPORT DE COURS

Prof. Mohamed Najib LAATABI

najib.laatabiQumbr.ac.ma

mohamednajiblaatabi.com

Toute remarque ou suggestion est la bienvenue. Si vous constatez une erreur dans ce
document, merci de bien vouloir la signaler.

Année universitaire 20262027



mailto:najib.laatabi@um5r.ac.ma
https://mohamednajiblaatabi.com

Table des matiéeres

Notations

4 Matrices

4.1 Généralités et types de matrices
4.2 L’espace vectoriel des matrices
4.3 Produit de deux matrices

4.4 Matrices carrées et puissances

4.5 Matrices inversibles

4.6 Méthode de Gauss—Jordan et rang

4.7 Matrice d'une application linéaire

4.8 Changement de base

Bibliographie

ii

............. 11
............. 12
............. 14
............. 23
............. 25

27

Mohamed Najib LAATABI

Algebre II1



Notations

Notation Signification

M n (K) Espace des matrices a m lignes et n colonnes.
M, (K) Espace des matrices carrées d’ordre n.

A = (a;5) Matrice de coefficient général a;;.

ajj Coefficient situé a la ligne ¢ et a la colonne j.
AT Transposée de la matrice A.

tr(A) Trace de A : somme de ses coefficients diagonaux.
Om,n Matrice nulle de taille m x n.

I, Matrice identité d’ordre n.

E;; Matrice canonique ayant 1 en position (i, 7) et 0 ailleurs.
AB = BA Matrices A et B commutatives entre elles.
AT = A Matrice symétrique.

AT =—A Matrice antisymétrique.

At Inverse de la matrice inversible A.

GL,(K) Ensemble des matrices inversibles d’ordre n.
rg(A) Rang de la matrice A.

AX =b Ecriture matricielle d'un systéme linéaire.

[A ] D] Matrice augmentée du systeme AX = b.

[A | I,] Tableau utilisé pour calculer A~

L; < L; Echange de deux lignes.

L; + \L; Multiplication d’une ligne par A # 0.

L; < L; + AL; Addition d’un multiple d’une autre ligne.

C; j-ieme colonne de la matrice A.

uy : X — AX  Application linéaire associée a A.

Imug Image de I’application linéaire associée a A.
B,C Bases des espaces vectoriels considérés.

[x]B Colonne des coordonnées de x dans B.

Matc g(u) Matrice de u : E'— F dans les bases B et C.
Matg(u) Matrice d’'un endomorphisme dans la base B.
P p Matrice de passage de B’ vers B.

[x]g = Plz]gr  Formule de changement de coordonnées.

A= P71AP Relation de similitude entre deux matrices carrées.
A =Q AP Changement de bases au départ et a I’arrivée.
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4 Matrices

[Chapitre]

Les chapitres précédents ont présenté les systémes, les espaces vectoriels, la dimension et
les applications linéaires. Les matrices permettent maintenant d’organiser les calculs et de
représenter les applications linéaires dans des bases. On construit d’abord les opérations
matricielles, puis on étudie I'inversibilité, le rang et les changements de base. Dans tout ce
chapitre, K =R ou C.

4.1 Généralités et types de matrices

4.1.1 Notations

Définition 4.1.1: Matrice a m lignes et n colonnes

Une matrice de taille m X n a coefficients dans K est un tableau

ayp - Qip
A = (aij)i<icm =
1<j<n
Am1 *°° Amn

L’indice ¢ désigne la ligne et I'indice j la colonne. L’ensemble de ces matrices est noté
M0 (K). Deux matrices sont égales si elles ont la méme taille et des coefficients égaux
aux mémes positions.

Exemple 1: Lignes, colonnes et coefficients

1 2 3

Pour A =
4 5 6

) € Mjy3(R), on a azs = 6. Sa premiere ligne est (1,2,3) et sa

2
deuxieme colonne est . Une matrice de taille 1 X n est une matrice ligne ; une matrice

de taille m x 1 est une matrice colonne.

Définition 4.1.2: Matrices particulieres

Une matrice A = (a;;) € M, (K) est dite carrée d’ordre n.
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4. Matrices Algebre 111

Matrice diagonale

a1 0 0

0 929 . 0
A=| <= a; =0 (i #]).

S |

0 - 0 ap,

Matrice triangulaire supérieure

11 Aiz2 - Qin
0 Q99 -+ Q2

A L
0 -+ 0 ap

Matrice triangulaire inférieure

a1 0 0
A= dar a2 — Qi = 0 (’L < j)
0
Qn1 an,nfl Qpn
Matrice nulle
0 -0
Om,n = € Mm,n<K)
0 -0
Matrice identité
1 0 0
0 1
I, =
0
0 0 1

Exemple 2: Matrices diagonale et triangulaire

Les matrices

2 0 0 1 2 -1
D=10 -1 0], =10 3 4
0 0 3 0 0 2

sont respectivement diagonale et triangulaire supérieure. Toute matrice diagonale est a
la fois triangulaire supérieure et inférieure.
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Remarque 1: Propriétés des matrices particuliéres

Pour toute matrice A = (a;;) € M,,(K),

A triangulaire supérieure
A diagonale =—- . & o p ) ’
A triangulaire inférieure.

A diagonale <= a;; =0 (i # j).

En particulier,

I, et 0,,,, sont diagonales.

Définition 4.1.3: Transposé

Soit A = (aij) € Mm,n<K)
La transposée de A, notée AT, est définie par

11 A2 - Qip apx a2

Q21 Q22 -+ Qap a12 Qa22
A= | _ |, donc AT =

Am1 Am2 - Amn A1n  Aon

avec

AT e Mpm(K),  (AD)ij = a;.

Exemple 3: Matrices transposée

La matrice

Définition 4.1.4: Trace d’une matrice carrée
Pour A = (aij) € Mn(K),

tr(A) = an +ags + 0+ G = Y .
=1

Une matrice A € M,,(K) est dite symétrique si
AT = A — ai; = a4, Vi,7.
Une matrice A € M,,(K) est dite antisymétrique si
AT = A = @iy = —Qgy;, Vi, 7.

En particulier,

Am1

Am2

amn
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4. Matrices Algebre 111

Exemple 4: Trace, matrices symétriques et antisymétriques

Considérons les matrices

2 -3 0 2 -1
A=11 4 2|, B=(-2 0 3
-3 2 5 1 =3 0

tr(A) =2+4+5=11,
tr(B) =0+0+0= 0.

On a
2 1 =3
Al=11 4 2 |=A4
-3 2 5
Ainsi,
AT = A = A est symétrique.
On a
0 -2 1
B'={2 0 -3|=-B
-1 3 0
Ainsi,

BT = —B — B est antisymétrique.

4.2 L’espace vectoriel des matrices

Définition 4.2.1: Somme et multiplication par un scalaire

Pour A, B € M,,, ,(K) et A € K, on définit
(A —+ B)zg = aij =+ bija ()\A)Z] = )\Clij.
Une somme de matrices exige donc qu’elles aient la méme taille.

Proposition 4.2.1: Structure vectorielle et base canonique

Pour m,n > 1, 'ensemble M,, ,(K) est un K-espace vectoriel.
Pour 1 <i<met1<7j<mn, on définit

Eij = (ere) € Mimn(K),  en = { ’

Mohamed Najib LAATABI Algebre II1



4. Matrices Algebre 111
Ainsi,
0 -0
Eij;=10 - 1 0
. + ligne ¢
0 «+v «vn oo 0

ou le coefficient 1 est situé a la colonne j.
La famille

B = (Eij)ici<m

155<n

est une base canonique de M, ,(K).
En particulier,

dimg M, »,(K) = mn.

Démonstration. Structure d’espace vectoriel.
Soient A = (a,-j), B= (bij)a C= (Cij) et /\,,u e K.

Les opérations sont définies par

A + B = (CLij =+ bij); )\A = ()\CLZ])

On a, pour tous i, j,
((A+ B) + C)ij = (ay + bij) + cij
= aij + (bij + ¢i5),
(A+ B)ij = aij + bij = bij + ag,
(A+ Omn)ij = aij,
(A+(=4))i; = 0.
Donc (M, (K), +) est un groupe commutatif.

De méme,

MA+ B) =)A+ \B,
(A + pu)A = XA+ uA,
(Aw)A = A(pA),

1IxA = A.

Ainsi, M, »(K) est un K-espace vectoriel.

Caractere générateur.

Pour toute matrice A = (a;;),

m n

i=1j=1

Par conséquent,
Vect(Eij)1§igm == Mm,n<K)

1<j<n

Liberté.
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4. Matrices Algebre 111

Soient \;; € K. Alors

<~ )\ij =0, Vi,j.
Donc la famille (E;;) est libre.

Ainsi,

B = (E;;) est une base de M,, ,(K).

Enfin,

card(B) = mn = |dim M, ,(K) = mn.

Exemple 5: Base canonique de M;(R)
On a
10 01
Ey = ) IPES )
00 00

Pour toute matrice

on a

‘A = CLE11 + bE12 —+ CEQl -+ dEQQ. ‘

Ainsi,
B = (E11, Bz, Eay, E)
est une base de Ms(R), et

dimR MQ(R) = 4.

Exemple 6: Somme et multiple

1 -1 0 3 1 5
np — .
2 0 1 -2 4 —4
Dans M (K), la base canonique comporte les quatre matrices F1q, E1a, Eo1, Fas.

Proposition 4.2.2: Linéarité de la transposition et de la trace

Pour des matrices de méme taille,
(A+B)T"=AT"+B", (AA)T=x4T,  (ADHT=A
Pour des matrices carrées de méme ordre,

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B), tr(AA) = Atr(A).
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4. Matrices Algebre 111

Démonstration. Par exemple, ((A + B)');; = aj + b = (AT + BT);;. Les deux autres
identités de transposition s’obtiennent de la méme maniere. Pour la trace, il suffit de sommer

Proposition 4.2.3: Décomposition symétrique et antisymétrique

Toute matrice carrée sur R ou C s’écrit de maniere unique comme somme d’une matrice
symétrique et d’'une matrice antisymétrique :

A+ AT A-AT

A
2 o

Démonstration. Posons S = (A + AT)/2 et H = (A — AT)/2. Les identités de transposition
donnent ST = Set H' = —H,avec A= S+ H. Si A =S+ H' est une autre décomposition,
alors S — S" = H' — H est a la fois symétrique et antisymétrique. Sa transposée est égale
a elle-méme et a son opposée; elle est donc nulle, puisque 2 # 0 dans K. Ainsi S = 5’ et

H=H' |

4.3 Produit de deux matrices

4.3.1 Définition et regles de calcul

Définition 4.3.1: Produit matriciel

Pour A € M,,,(K) et B € M,,,(K), le produit AB € M,, ,(K) est défini par

(AB)Z] = Z aikbkj.
k=1

Le nombre de colonnes du premier facteur doit étre égal au nombre de lignes du second.
On multiplie la ligne ¢ de A par la colonne j de B pour obtenir le coefficient (i, j).

Exemple 7: Produit de matrices rectangulaires

1 0
1 20 5 =2
2 —-1|= .
013 2 11
0 4
Par exemple, le coefficient (2,2) vaut 0-0+1-(—1) +3-4 = 11. Le résultat est de taille
2 X 2.

Théoréme 4.3.1: Associativité, distributivité et identité

Pour toutes matrices de tailles compatibles,
(AB)C = A(BC), A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
De plus, (AA)B = A(AB) = A(AB), et, pour A € M, ,(K),
I,A=A=AIL,.
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4. Matrices Algebre 111

Démonstration. Pour A de taille m x n, B de taille n x p et C' de taille p x ¢,

(Z zkbké> Cej

((AB)C

= Qik (Z bke%) = (A(BC))Z'J"
=1

k=1

||
3l M@

On a seulement échangé deux sommes finies. La distributivité se vérifie de méme :

(A(B + C Z (0733 bk] + ij) (AB)U + (AC)U

L’autre distributivité et les regles de scalaires se vérifient coefficient par coefficient. Enfin,
dans un produit avec I,, ou I,,, seul le terme correspondant a un coefficient diagonal égal a
1 subsiste. |

Remarque 2: Produit matriciel : dimensions

Pour A € M,,,,(K) et B € M, ,(K),

AB est défini <= n =p, AB e M,, ,(K).

Remarque 3: Produit matriciel : non-commutativité

11
Le produit n’est pas commutatif en général. Par exemple, pour A = (O 1) et B =
10
1 1)
2 1 11
AB = # BA = .
11 1 2
De plus,
1 0\ (0 O
- 02,27
0 0)\0 1

alors qu’aucun facteur n’est nul. Ainsi,

AB=0 # (A=0o0uB=0).

Proposition 4.3.1: Transposée et trace d’un produit

Pour A € M, ,,(K) et B € M, ,(K),

(AB)" = BT AT,

Si B € M,,,,»(K), alors tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. On a

Z ;b = Z (BT)ir(AT)y;.
=1
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Cest le coefficient (i,7) de BT AT. Pour la trace,

tl"(AB) = Z Z aikbki = Z Z bkiaik = tl"(BA)
i=1 k=1

k=11i=1

4.3.2 Systemes et application linéaire associée

Proposition 4.3.2: Produit par une colonne

Soient C1, ..., C, les colonnes de A € M,, ,(K). Pour X = (z1,...,2,)7,

AX =x,C1 + - - - + 2,C,,.

L’application uy : K® — K™ X +— AX, est linéaire et son image est Vect(C1, ...

Démonstration. Soient

I
A= (a;) € Mmn(K), X =
T
En notant C4,...,C, les colonnes de A,
105 I 4 P I
AX =
Am1  *°° Amn T
2 =1 0175
21 U

=201+ -+ 2,C,.
Pour XY €e K" et A\, u € K,
ua(AX +uY) = AAX + puY)
= MNAX + pAY
= Mg (X) + pua(Y).
Donc uy € LK™, K™).

Par définition,
Imuy = {AX : X € K"}

= {ZQZ]'C]‘ : (xl,...,a:n) S Kn}
j=1

= Vect(Cy,...,C,).
Ainsi,
Imuy = Vect(Ch,...,C,).

, Cn).
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4. Matrices Algebre 111

Définition 4.3.2: Ecriture matricielle d’un systéme et rang

Le systeme 3°; a;;z; = b; s’écrit AX = b, ot X et b sont des colonnes. On appelle rang de
A le rang de ses colonnes, c’est-a-dire

rg(A) =rg(us) = dimImug.
En particulier, 0 < rg(A) < min(m,n).

Exemple 8: Ecriture matricielle et rang

Considérons le systeme linéaire

rT+y+z=2,
(9) : 2r 4 2y + 22 = 4,
r—y+z=0.
Son écriture matricielle est
1 1 1 T 2
2 2 2 yl =14
1 -1 1 z 0
—_———— ——
A X b
Les colonnes de A sont
1 1 1
Ol — 2 5 02 - 2 5 03 = 2
1 -1 1
On remarque que
C3 = Cl7
et
=0,
a01+602=0<:>{0‘+? a=p=0
o — =

Ainsi, (C4, Cy) est libre et
Imu,s = Vect(Cq, Cy, C3) = Vect(C, Cy).

Par conséquent,

rg(A) =dimImuy = 2.

On vérifie bien que
0 <rg(A) =2 <min(3,3) =3.
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4. Matrices Algebre 111

4.4 Matrices carrées et puissances

Définition 4.4.1: Puissances

Pour A € M,,(K), on pose A° = I,, et A¥*1 = A*A pour k > 0.

Proposition 4.4.1: Puissances et formule du binéme

Pour p,q € N, on a APT? = APA? et (AP)? = AP4. Si AB = BA, alors, pour tout r € N,

(A+By =Y (;) AbBT=F

k=0

Démonstration. L’identité APT? = AP A9 se prouve par récurrence sur q. Elle est vraie pour
q = 0; si elle est vraie pour ¢, alors

Aptatl — (APANA = AP AL

La seconde identité se déduit par récurrence en multipliant par AP.

Pour le bindéme, la formule est vraie pour r = 0. Supposons-la vraie au rang r. On multiplie
par A + B. Comme A et B commutent, on peut regrouper les termes en A*B"T!=* Pour

1 <k <r, leur coefficient est
r n ry (r+1
k—1 k) \ k)

Les deux termes extrémes ont coefficient 1. On obtient donc la formule au rang r + 1. |

Exemple 9: Une puissance calculée sans multiplications successives

01
Pour N = o) on a N? = 0. Une matrice dont une puissance est nulle est dite

nilpotente. Comme I, commute avec N, le bindme donne
L p

Remarque 4: Puissances d’une somme

Pour A, B € M,,(K),
(A+ B)> = A*+ AB + BA + B>

En particulier,
AB = BA= (A+ B)> = A> + 2AB + B*.

Mohamed Najib LAATABI Algebre TIT



4. Matrices Algebre 111

4.5 Matrices inversibles

Définition 4.5.1: Matrice inversible

Une matrice A € M,,(K) est inversible s'il existe B € M,,(K) telle que AB = BA = 1I,,.
On note A~! son inverse et GL,,(K) I’ensemble des matrices inversibles.

Proposition 4.5.1: Unicité et régles d’inversion

L’inverse, lorsqu’il existe, est unique. Pour A, B inversibles,

(AB)—I — B_IA_I, (AT)—l — (A_I)T, (A—l)—l — A

Démonstration. Si C' et D sont des inverses de A, alors
C=C(AD)=(CA)D = D.
Pour le produit,
(AB)(B'A™) = A(BB HA™' =1,

et BT'A7'AB = I,, de la méme facon. La transposition des égalités AA™' =1, et A71A =1,
montre que (A~ est une inverse bilatére de AT. Enfin, A est par définition une inverse de

AL |

Théoréme 4.5.1: Critéeres d’inversibilité

Pour A € M,,(K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible ;

2. AX =0 a pour seule solution X = 0;

3. 1g(A) =n;

4. pour tout b € K", le systeme AX = b a une solution unique.

Démonstration. Soit us : K* — K", X +— AX.
(1) = (2).
Supposons A inversible. Alors
AX=0= AT"TAX =A"10= X =0.
Donc
kerus = {0}.
(2) = (3)
Si AX =0= X =0, alors keruy = {0}.
D’apres le théoreme du rang,
dim K" = dimkeruy + rg(u,)
= 0+1g(A).

D’ou
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(3) = (4).

Supposons rg(A) = n. Alors
dimImuy = n = dimK".

Puisque Imu 4 C K",
Imuy = K™

Donc uy4 est surjective.

De plus, le théoréeme du rang donne

dimkeruy =n —rg(A) =0,
d’ou keruy = {0}.
Ainsi, uy est bijective, donc

WeK', FIXeK': AX =b.

(4) = (1).
Soit (eq, ..., e,) la base canonique de K".

Pour tout j € {1,...,n}, il existe un unique X; € K" tel que
AX]‘ = Bj.
Posons
B=(X; -+ X,) € M,(K).
Alors
AB = (AX, -+ AX,) =(e1 -+ e,) = I,.
D’autre part, 'unicité des solutions de AX = b implique ker uy = {0}.

Or,
A(BA—-1,)=ABA—-A=A—A=0,,.

Ainsi, colonne par colonne,
BA — 1, = 0, ,

donc
AB=BA=1,.

Par conséquent, A est inversible et B = A7,

Finalement,

(1) —= (2) = (3) <= 4).

Corollaire 4.5.1: Une inverse d’un seul coté suffit dans le cas carré
Si A, B € M,,(K) vérifient AB = I,,, alors A et B sont inversibles et BA = I,,.

Démonstration. Pour tout b, on a A(Bb) = b; us est donc surjective, puis bijective par égalité
des dimensions. Ainsi A est inversible et B = A71AB = A% [ |
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4. Matrices Algebre 111

Remarque 5: Inversibilité : caractérisations équivalentes

Pour toute matrice A € M,,(K),

A inversible <= rg(A) =n
< keruy = {Ogn}
<— Imuy =K"
— (VX €K", AX =0= X =0).

De plus, pour A, B € M, (K),

AB=1, < BA=1, «— B=A""

4.6 Méthode de Gauss—Jordan et rang

4.6.1 Opérations élémentaires et matrices associées

Proposition 4.6.1: Réalisation des opérations sur les lignes

Soit A € My, (K).

Toute opération élémentaire sur les lignes de A s’écrit

A =PA,  PeGL,(K),

ou P est obtenue en effectuant la méme opération sur 1,,.
Plus précisément, pour ¢ # j :

1. Echange de deux lignes
Lo L, < A =P;A,

avec
Py =1In— Ey — Ejj+ Eyj + Eji.

2. Multiplication d’une ligne

avec

3. Addition d’un multiple d’une ligne

avec

Ty;(\) = L, + AEj;.

Ici, E;; € M,,(K) désigne la matrice canonique de position (i, j).

Démonstration. Notons Ly, ..., L,, les lignes de A.
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4. Matrices Algebre 111

Pour 1 <14,5 <m,on a

0
EijA = Lj — ligne 1.
0
Ainsi,
Ly
: L1 Ll
L, : :
L, : :
: Ly, Ly,
L,
D’autre part,
P2 mo

En effet, pour i # 7,

2 _
Eij = Opm,m
d’ou
TN Tij(=A) = (I + AEyj) (I — AE3j)
=1, — NVE},
= L.
Par conséquent,
Pyl =Py,

D;(\)7t=D;(\71),
TN~ =Ti(=N).

Les trois matrices élémentaires sont donc inversibles. |

Exemple 10: Opérations élémentaires et produit matriciel
Soit
1 2
A=13 4| € M;(R).
5 6

Mohamed Najib LAATABI 15 Algebre 111



4. Matrices Algebre 111

1. Echange : L, <> Ls.

0 01 1 2
0103 4]=1]3 4
1 00/ \5 6 1
—_———— ——
P13 A

1 0 0\ (5 6 5 6
0203 4]=16
00 1/ \1 2 1
Dy (2)
3. Addition : L3 <+ L3 — L;.
1 0 0\ (5 6 5 6
0 1 0|6 8=|6 8
-1 0 1 1 2 —4 —4
—_—
T51(-1)
Finalement,
5 6
A =T (-1)Dy(2) P3sA=1| 6 8
—4 —4

Remarque 6: Opérations sur les lignes et les colonnes

Soit A € My (K).

A'=PA, P e GL,(K)= opérations sur les lignes,

A'=AQ, Q € GL,(K) = opérations sur les colonnes.

En particulier,

16(PAQ) — rg(A).

4.6.2 Calcul d’une inverse par réduction

Mohamed Najib LAATABI 16 Algebre 111



4. Matrices Algebre 111

Théoréme 4.6.1: Réduction de [A | ]

Soit A € M,,(K). Alors

Gauss—Jordan [[n ’ B]

A inversible <= [A | L]

Dans ce cas,

B=A"

Démonstration. (=).

Supposons A inversible. Alors

AX=0= X=0=r1g(A) =n.

Ainsi, la réduction de Gauss—Jordan donne

A Gauss—Jordan I
Soient Py, ..., P, € GL,(K) les matrices des opérations élémentaires.
On obtient
P.---PBPA=1,.
Posons
P=P - -BP.
Alors
PA=1,=P=A"
En appliquant les mémes opérations aux deux blocs, on obtient
[A] L] — [PA ]| P]
— [P2P1A|P2P1]
— [PA | P]
=[I,|A7Y.

(<)

Supposons
[A ’ [n] Gauss—Jordan [[n ‘ B]

Il existe P € GL,,(K) tel que
[PA| Pl = [ | B].

Par identification,

PA=1,,
P=8.

D’ou

BA=1,.
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Puisque B est inversible,
BA=1I,= A=B""

Ainsi,
A inversible, B=A"

Exemple 11: Calcul d’une inverse par Gauss—Jordan

Soit

On considere le tableau augmenté

1 2

[A|[2]:{3 7

10
0 1]

Etape 1: Ly« Ly—3L;.

1 2(1 0 1 211 0
—
3 710 1 0 11-31
Etape 2: L+ Ly—2L.
1 211 0 1 0| 7 =2
—
0 1/-3 1 0 1]-3 1

Ainsi,
[A| L] — [ | B], B=(7 _2).

Par conséquent,

Vérification :

10
= = [2‘

Remarque 7: Critéere pratique d’inversibilité

Soit A € M,,(K). Par réduction de Gauss—Jordan,

(Al L] — [R | B].
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Alors

R=1, <= 1g(A)=n
<= A inversible,

et, dans ce cas,
Al =B.

En revanche,

rg(A) <n <= A non inversible.

4.6.3 Calcul du rang

Proposition 4.6.2: Invariance du rang par les opérations élémentaires
Soit A € M, »,(K).
Pour toutes matrices inversibles P € GL,,(K) et @ € GL,(K),

rg(PAQ) = rg(A).

Ainsi, les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes conservent le rang.

Démonstration. Opérations sur les lignes. Soit P € GL,,(K). On a

Imups = {PAX : X € K"}
= P(Imuyu).

Puisque P est inversible,
Imus ~ P(Imuy).

D’ou
rg(PA) =rg(A).
Opérations sur les colonnes. Soit ) € GL,(K). Alors
ImuAQ = {AQX X € Kn}
={AY : Y e K"}
=Imuyu,
car Q(K") = K.
Ainsi,
rg(AQ) = rg(A).

Finalement,

rg(PAQ) = rg(A).

Théoréme 4.6.2: Rang et nombre de pivots

Soit A € M, »,(K).
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Si R est une forme échelonnée de A, possédant r pivots, alors

rg(A) = .

Démonstration. Soit R = (r;;) une forme échelonnée de A, avec r pivots situés aux colonnes

I<pi<---<pr<n

Notons (1, ..., C, les colonnes de R.
Montrons que (C,, ..., C,,) est libre.

Supposons

Z )\ijj = 0

Jj=1

La r-ieme ligne donne
MeTrp, =0 =\ =0,

puisque 7., # 0.

Par remontée,

Ainsi,
rg(R) > r.

Les m — r dernieres lignes de R sont nulles. Par conséquent,

Imug C Vect(ey, ..., e),
ou (eq,...,ey) est la base canonique de K™.
D’ou
rg(R) <r
Ainsi,
rg(R) =r

Proposition 4.6.3: Rang des lignes et de la transposée

Pour toute matrice A € M,, ,,(K),

1g(AT) = 1g(A).

Ainsi, le rang des lignes est égal au rang des colonnes.
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Démonstration. Soit R une forme échelonnée de A, possédant r lignes non nulles.
Notons Ly, ..., L,, les lignes de R.

Les opérations élémentaires étant réversibles,

Vect(lignes de A) = Vect(lignes de R).

De plus,
Vect(Ly, ..., Ly) = Vect(Ly, ..., L,).

Montrons que (L, ..., L,) est libre.

Si ;
Y AiLi =0,
i=1

la colonne du premier pivot donne

)\17’17}31 =0= )\ =0.

Successivement,

Donc
dim Vect(Ly,...,L,) =

Les lignes de A étant les colonnes de AT,

rg(AT) =r.

Or, d’apres le théoreme précédent,

rg(A) =r.

Finalement,

rg(A”) = rg(A).
Exemple 12: Rang d’une matrice rectangulaire
Soit

€ Ms4(R).

)

b

Il
— NN
[NORETE O V)
[NCRENGUI
— = O
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Par opérations élémentaires,

1210
A L2<—L272L1 O O 1 1
L3(—L3*L1
0011
1210
mee g 01 1| =R
0000
Les pivots sont
ri =1, ro3 =1
Ainsi,
rg(A) =2

Corollaire 4.6.1: Compatibilité et nombre de parametres

Soient A € M, ,(K), b € K™ et
(S): AX =hb.

Alors

(S) compatible <= rg([A | b]) = rg(A).

Si (S) est compatible et rg(A) = r, alors ses solutions dépendent de

parametres libres.

Démonstration. Notons C,...,C), les colonnes de A.

On a
AX = b compatible <= FX € K": AX =b

<= b€ Vect(Ch,...,Cp)
<= Vect(C,...,C,,b) = Vect(Cy,...,C,)
> rg([A | b]) =18(A).

D’autre part,

r inconnues principales
rg(A) =r — . L
n — r inconnues libres.
Ainsi, les solutions sont déterminées par n — r parametres libres. |

Remarque 8: Rang et nombre de solutions

Soient A € M, ,(K), b € K™ et

S={X eK": AX =b}.
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Posons

r=rg(4), ' =rg(lA] b)),

Alors
r<r=38=g,

r=r=n=|§| =1,

r=r <n=|§| = .

4.7 Matrice d’une application linéaire

Définition 4.7.1: Matrice relative a deux bases

Soient u : £ — F linéaire, B = (ey,...,e,) une base de F et C = (fi,..., f,) une base
de F'. La matrice
A= Matag(u)

a pour j-ieme colonne les coordonnées de u(e;) dans C. Autrement dit,
m
u(e;) =D aijfi-
i=1

On note [z]g la colonne des coordonnées de x dans B.

Théoréme 4.7.1: Formule des coordonnées

Pour tout x € E,

Démonstration. Si x = ; x;e;, alors
u() =D wjule;) = > x; ) ayfi=) (Z aiﬂj) fi-
j j i i \Jj

La i-itme coordonnée de u(x) est donc 3, a;;7;, qui est la i-ieme composante de A[z]z. W

Proposition 4.7.1: Somme, composition et rang

La représentation matricielle est linéaire. Si v : F' — G est linéaire et D une base de G,
alors
Matpﬁ(v o u) = Matpp (U) Matc73(u).

Enfin, rg(u) = rg(A).

Démonstration. Soient B = (ey,...,e,) une base de E et C = (f1,..., fn) une base de F.

Posons
A= Matalg (U) .

Pour u,w € L(E,F) et \,p € K, on a

(A + paw)(ej) = Au(e;) + pw(e;),
[(Au+ pw)(ej)le = Alules)]e + plw(e))le.
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D’ou
Mate g(Au + pw) = A Mate g(u) + p Mate g(w).
Soit maintenant v € L(F,G) et D une base de G. Posons

B = Matp’c (U) .

Pour tout « € F,

Par conséquent,

Enfin,
Imuy = {Alz|p: v € E}

=A{[u(x)]¢ : z € E}.

L’application de coordonnées
©Ye - F— K™

y— [yle

est un isomorphisme, et
we(Imu) = Imuy.

Ainsi,
rg(u) = dimImu
=dimImuy

=r1g(A).

Exemple 13: Application entre deux espaces de coordonnées
Pour u : R® — R? u(z,y,2) = (z +2y,y — 2), on a
u(el) = (170)7 U(GQ) = (27 1)7 U(eg) = (O’ _1)

Dans les bases canoniques, la matrice est donc

1 2
A= 0 .
01 -1

Exemple 14: Matrice de la dérivation

Pour D : Ry[X]| — R [X], D(P) = P/, choisissons B = (1, X, X?) et C = (1, X). Comme
D(1) =0, D(X) =1, D(X?) = 2X,

010
MatC,B(D) = .
0 0 2

Le produit par (a, b, )’ donne (b,2¢)?, les coordonnées de (a + bX + cX?)'.
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4.8 Changement de base

Définition 4.8.1: Matrice de passage
Soient B = (e1,...,e,) et B = (€),...,¢€),) deux bases de E. On définit

! !
Pscs = ([eils -+ [é}]s)-
Ses colonnes sont les coordonnées des nouveaux vecteurs de base dans ’ancienne base.

Proposition 4.8.1: Transformation des coordonnées

La matrice P = Pg. p est inversible et

[z]s = Plz]s, [z]s = P~ '[z]s.

Son inverse est Pg. g.

Démonstration. Sixz =37, x;e'.

%, ses coordonnées dans BB s’obtiennent en additionnant z’[e}]s,
ce qui donne la premiere formule. En échangeant les deux bases, on obtient x|z = Q[z]s
avec Q = Pg. . La composition des deux égalités donne PQX = X et QPY =Y pour

toutes colonnes X, Y. Ainsi PQ = QP =1, et Q = P~ 1. [ |

Remarque 9: Sens de la matrice de passage

Pour P = Pg._g, les colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans B :

Le sens de la fleche indique la base dans laquelle les coordonnées sont obtenues.

Exemple 15: Changement de coordonnées dans R?

Pour la base canonique B et B’ = ((1,1), (1, —1)),

11
p:(l 1), pP*=2L,  Pl'=1lp

Pour z = (3,1), on obtient [z]z = 1P(3,1)" = (2,1)". On vérifie z = 2(1,1) + (1, —1).

Théoréme 4.8.1: Changement de base pour un endomorphisme

Soient A = Matg(u) et A’ = Matg (u) les matrices d’'un endomorphisme v : F — E.
Alors

A= P7tAP, P =Pz p.

Deux matrices reliées par cette formule sont dites semblables.

Démonstration. Pour tout z € E,

[u(x)]p = P [u(x)]sg = P Alz]s = P ' AP|x]p.
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En prenant pour z les vecteurs de B, on identifie les colonnes : A’ = P~1AP. |

Exemple 16: Matrice d’un méme endomorphisme dans deux bases

Pour u(x,y) = (2x,y) et les bases de I'exemple précédent,

(o) a2
( )§( 3)- G e)

Sa premiére colonne signifie u( = 1 ,—1), ce qui redonne (2, 1).

Remarque 10: Invariants de deux matrices semblables

Soient A, A" € M,,(K) et P € GL,(K) tels que A’ = P~1AP. Alors

rg(4’) = rg(A),
tr(A") = tr(A).

Ainsi, les matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases différentes ont le méme
rang et la méme trace.

Proposition 4.8.2: Changement de bases au départ et a I’arrivée

Pour A = Matc g(u), si P = Pg.p et QQ = Per¢r, alors

Mater s (u) = QAP

Démonstration. On utilise successivement les coordonnées dans les deux espaces :

[u(@)le = Q' [u(2)le = Q7' Ala]s = Q' AP[z]m

L’identification des colonnes donne la formule. [ ]
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