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Notations

Déterminants et cofacteurs

Notation Signification

S, Ensemble des permutations de {1,...,n}.

o€, Permutation de {1,...,n}.

Inv(o) Ensemble des inversions de o.

N(o) Nombre d’inversions de o.

sgn(o) Signature de o, égale a (—1)N(7),

det A ou |A| Déterminant de la matrice carrée A.

C; j-iéme colonne de la matrice A (hors contexte de cofacteurs).
A(d) Matrice obtenue en supprimant la ligne ¢ et la colonne j.
M;; Mineur associé a a;; : det A),

Cij Cofacteur associé a a;; : (—1)" M;;.

Com(A) Comatrice : matrice des cofacteurs (Cjj).

adj(A) Adjointe classique : Com(A)7.

Arg Mineur obtenu en sélectionnant les lignes I et les colonnes J.

Inversibilité, dimension et régle de Cramer

Notation Signification

L; < L; Echange de deux lignes, changeant le signe du déterminant.

L; + \L; Multiplication d’une ligne par A, multipliant le déterminant par
A

L« L; + \L; Addition d’un multiple d’une autre ligne ; déterminant inchangé
(2 #4)-

B Base de référence d’un espace vectoriel de dimension finie.

detg(ui, ..., up) Déterminant des coordonnées de la famille dans B.

detu Déterminant de I’endomorphisme wu.

P p Matrice de passage de B’ vers B.

AX =b Ecriture matricielle d'un systéme linéaire.

[A | b] Matrice augmentée du systeme AX = b.

A;(b) Matrice A dont la j-ieme colonne est remplacée par b.

A Déterminant principal det A d’un systéme de Cramer.

Aj Déterminant det A;(b); x; = A;/A.

S(9) Ensemble des solutions du systeme (5).
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5 Déterminants et Cramer

[Chapitre]

Dans ce chapitre, K = R ou C. A une matrice carrée, on associe un scalaire, son déterminant.
On établit les régles de calcul, puis les criteres d’inversibilité, le calcul de l'inverse, le rang
par les mineurs et la regle de Cramer.

5.1 Déterminant : définition et premieres formules

5.1.1 Permutations et signatures

Définition 5.1.1: Permutation, inversion et signature

Soit n > 1. Une permutation est une bijection
o:{1,...,n} — {1,...,n}.
L’ensemble des permutations est noté &,,. On pose
Inv(o) ={(z,j) : 1 < i <j<n, a(i) >0o(j)},
N(o) = card(Inv(o)),
sgn(o) = (=1)N@ € {-1,1}.

Ainsi, o est paire si sgn(o) = 1 et impaire sinon. Une transposition échange deux éléments
et fixe tous les autres.

Exemple 1: Calcul d’une signature
Pour 0 = (2,3,1) et 7 = (2,1, 3), écrites par leurs images successives,

Inv(o) ={(1,3),(2,3)}, N(o)=2, sgn(o) =1,
—1,

Inv(7) = {(1,2)}, N(1) sgn(r) = —1.

Lemme 5.1.1: Propriétés de la signature
Pour 0,7 € &,
sgn(o o 1) = sgn(o)sgn(r), sgn(oc!) = sgn(o).

Pour toute transposition ¢,
sgn(t) = —1.
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5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Démonstration. Un échange de deux termes voisins modifie N(o) de +1, donc change la
signature. Toute permutation se décompose en échanges voisins, d’ou

o=tio---oty, = sgn(o)=(-1)"
En appliquant les mémes échanges a une liste permutée,
sgn(o o7) = sgn(o) sgn(r).

En outre,
1 = sgn(id) = sgn(o) sgn(oc ™) = sgn(o™') = sgn(o).

L’échange des positions ¢ < j nécessite 2(j —i) — 1 échanges voisins : ce nombre étant impair,
sa signature vaut —1. |

5.1.2 Définition du déterminant

Définition 5.1.2: Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = (a;;) € M,(K), avec

Ap1  *° Qpn

Le déterminant de A est le scalaire

det A = Z sgn(o) H i o (i)-
i=1

ceG,

Chaque produit contient exactement un coefficient de chaque ligne et de chaque colonne.
On utilise également la notation

@13 - Qin

det A =

Qp1 -+ App
Pour n =1, det(a) = a; par convention, det(matrice vide) = 1.
Remarque 1: Matrice et déterminant

A e M, (K), det A € K.

La notation det A ne s’applique pas a une matrice rectangulaire.
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5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Proposition 5.1.1: Déterminants d’ordre deux et trois

On a
a b
= ad — be.
c d
Pour A € M;3(K),
a b c
d e fl=aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh.
g h 1

Démonstration. Pour n =2, Sy = {(1,2),(2,1)} :
det A = (+1)ad + (—1)bc = ad — be.

Pour n = 3, les trois permutations paires donnent aei+ bfg+ cdh ; les trois impaires donnent
—ceg — bdi — afh. [ |

Exemple 2: Calculs directs

De méme,

2 0

31 — detA=1-3-1+2-1-2=T7.
01

Remarque 2: Régle de Sarrus

La formule a six termes correspond a la regle de Sarrus, valable uniquement pour les
déterminants d’ordre 3 (et non pour n > 4).

5.2 Multilinéarité, alternance et propriétés
fondamentales

5.2.1 Caractérisation du déterminant

Définition 5.2.1: Multilinéarité et alternance
Soit D : (K™)" — K. L’application D est multilinéaire si, pour toute position j,
D(Cy,...,\U+puV,...,Cy)
:)\D(Cla>U770n)+,UD(Claa‘/a>Cn)

Elle est alternée si

C’z:C’],zséj — D(Cl,,Cn):O

Mohamed Najib LAATABI Algebre II1



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Théoréme 5.2.1: Caractérisation du déterminant

Le déterminant est 1'unique application multilinéaire alternée D sur (K™)™ telle que
D(ey,...,e,) =1,
ou (eq,...,e,) est la base canonique de K". Plus généralement, pour A = (Cy --- C,),

D(Cl, S 7Cn) = D(@l, oy en) det A.

Démonstration. Dans la formule du déterminant, chaque terme est linéaire en une colonne
fixée, d’ou la multilinéarité. Une permutation de deux colonnes change le signe de chaque
terme :

det(...,C’i,...,Cj,...) :—det(...,C’j,...,C’i,...).
Dongc, si C; = U}, det A = —det A, d’ott det A = 0 sur R ou C. Enfin,

det I,, = 1.

Pour I'unicité, écrivons C} = 7, a,je;. Par multilinéarité,

11,5in=1 \Jj=

D(Cy,...,Cp) = Z (Haij,j)D<ei1a---aein)'
=1

L’alternance annule les termes ou deux indices coincident. Les autres indices forment une
permutation 7 € G,,, donc

D(Cy,...,Cy) = Dler,...,en) Y. sgn(r) [] arijy;
j=1

TEGS),

= D(eq,...,e,)det A,
par le changement d’indice o = 771, |

Proposition 5.2.1: Déterminant et transposition

Pour tout A € M,,(K),
det(AT) = det A.

Démonstration. .
det(AT) = Z sgn(o) H Ao (i) i
oceB, =1
= Z sgn(7) H ajr(j) = det A,
€GN j=1
avec T = o L. [ ]
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5. Déterminants et Cramer Algebre 111

5.2.2 Opérations élémentaires

Corollaire 5.2.1: Effet des opérations sur le déterminant

Soit A" € M,,(K) obtenue a partir de A par une opération élémentaire sur les lignes.
Alors, pour i # j,
L+ L; = detA' = —detA,

Ll<—)\Ll — detA’:)\detA,
LZ<—LZ+)\L] = det A’ = det A.

Les mémes regles valent pour les colonnes. En particulier,

une ligne ou colonne nulle, ou
— det A = 0.

deux lignes ou colonnes proportionnelles

Démonstration. Par multilinéarité et alternance, pour i # j,

:det(...,C’i,...,Cj,...)+)\det(...,C’j,...,Cj,...).

=0

L’échange de deux colonnes change le signe ; 'extraction d’un scalaire découle de la linéarité
dans une colonne. Pour les lignes, appliquer det(AT) = det A. [ |

Proposition 5.2.2: Scalaire et matrice triangulaire

Pour A = (a;;) € M,(K) et A € K,
det(AA) = A" det A.

Si A est diagonale ou triangulaire, alors

n
det A = a11a929 * * * App — H Q-
=1

Démonstration. La multilinéarité appliquée aux n colonnes donne
det(/\C'l, ch ey )\Cn> =\" det(C’l, cuey Cn)

Si A est triangulaire supérieure, un terme non nul impose o (i) > i pour tout i. Or

oi)=> 1 = o(i)=1i (1<i<n).

n n
=1 =1

(2

Seul le produit diagonal subsiste. Le cas triangulaire inférieur résulte de la transposition. W
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Exemple 3: Calcul par triangularisation

Soit

A:

[ R N

21
5 2
1 3

En utilisant des additions de multiples de lignes,

2 1
detA=10 1 0 (Ly+Ly—2L1)
1
2 1
=01 0 (L3<L3—Ls)
0
=1-1-3=3.

Exemple 4: Effet d’un échange de lignes

0 21
Soit B=1|1 0 3]|. Alors
2 1 0

detB=—-10 2 1 (L14+L2)

=—10 2 1 (Ls«L3—2L)
1 —6

0 3

=—02 1 (LstLa—3 L2)
~13/2

=—1-2-(=13/2) = 13.

)

Remarque 3: Attention aux opérations

det(A+ B) # det A+ det B en général.
Par exemple, det(2y) = 4 # 2 = det I + det I.

Mohamed Najib LAATABI
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5. Déterminants et Cramer Algebre 111

5.3 Mineurs, cofacteurs et développement de Laplace

Définition 5.3.1: Mineur et cofacteur

Soit A = (a;;) € M,(K), n > 1. On note A4 la matrice obtenue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A. Le mineur et le cofacteur associés a a;; sont

Mij = det A(i7j), Oij = (—1)2+]M2J

Pour n =1, on pose My, = Ci; = 1.

Exemple 5: Mineurs et signes des cofacteurs

Pour n = 3, les signes des cofacteurs sont

+ - +
— _|_ —
+ - +
Soit
1 20
A=10 3 1
2 01
Alors
0 1 s
M12 = - —2, 012 - (—1) (—2) = 2,
2 1
1 2
M23 - 2 O — —4, 023 — (—1)5(—4) - 4

Théoréme 5.3.1: Développement de Laplace

Soit A = (a;;) € M, (K). Pour toute ligne i et toute colonne j,

detA = Z aikC’ik = Z aij’kj.
k=1

k=1

La premiere somme est un développement selon la ligne 7 ; la seconde selon la colonne j.

Démonstration. Fixons la ligne i. Par linéarité en cette ligne,
n
det A = Z a;, det A; i,
k=1

ou A;, est obtenue en remplagant la ligne ¢ par la ligne dont le seul coefficient non nul vaut
1 en position k. Par ¢+ — 1 échanges de lignes et k — 1 échanges de colonnes,

det Ai,k = (—1)i+k72 det A(Z’k) = (—1)Z+lek = C’Lk

Mohamed Najib LAATABI Algebre I11



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Donc .
det A = Z aZkClk
k=1
La formule selon la colonne j découle de det(AT) = det A. [ |

Exemple 6: Développement selon une colonne

Pour A = , la deuxieme colonne donne

w N =
o = O
B~ W N

det A=0-Cia+1-Co+0-Cs
1 2
3 4

—4-6=-2,

Exemple 7: Déterminant d’ordre quatre

Soit

w O =
o NN O

0
0
1

W = O N

0 00

En développant selon la deuxiéme ligne, puis selon la derniére ligne du mineur,

1 0 2
detA=2|3 1 1
00 3

10
3 1

=2-3 = 6.

5.4 Produit de déterminants et inversibilité

Théoréme 5.4.1: Formule de Binet
Pour A, B € M,,(K),

det(AB) = det A det B.

Démonstration. Soient C1, ..., C), les colonnes de B. L’application
D(Cl, ey Cn) = det(AC’l, .. ,ACn)

est multilinéaire et alternée, car X — AX est linéaire. D’apres la caractérisation du déter-

Mohamed Najib LAATABI Algebre II1



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

minant,
D(Ol, oy Cn) = D(el, ces ,Gn) det B
= det(Al,)det B
= det Adet B.
Or D(Ch, ..., C,) = det(AB). n

Théoréme 5.4.2: Critere d’inversibilité par le déterminant

Pour toute matrice A € M,,(K),

A€ GL,(K) < detA#0 < 1g(A) =n.

Démonstration. Si A est inversible,
1 =det I, = det(AA™") = det Adet(A™),

d’ou det A # 0.

Réciproquement, si A n’est pas inversible, ses colonnes (C1, ..., C,) sont liées. Il existe j tel
que
Py

Par multilinéarité et alternance,

det A = Z )\k det(C’l, R 7Cj7170k70j+17 ey Cn)
k#j
= 0.

Donc det A # 0 = A inversible. L’équivalence avec rg(A) = n résulte du chapitre 4. |

Corollaire 5.4.1: Inverse, puissances et matrices semblables
Pour A € GL,(K) et p € N,

b
det A’

Si P € GL,(K) et A’ = P~'AP, alors

det(A™!) = det(AP) = (det A)P.

det A" = det A.

Démonstration.

1 =det I, = det Adet(A™1),
det(APT!) = det(AP) det A, det(A°) =1,
det(P~'AP) = (det P) " det Adet P = det A.

Mohamed Najib LAATABI Alggbre IIT
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Exemple 8: Inversibilité et parametre

1
Soit A, = (CIL ), a € R. Alors

a
det A, =a®>—1=(a—1)(a+1),
d’ou

A, inversible <= a ¢ {—1,1}.

5.5 Comatrice et calcul d’une inverse

Définition 5.5.1: Comatrice et adjointe classique

Pour A € M,,(K), les cofacteurs C;; = (—1)"* M;; forment la comatrice
Com(A) = (Cij)i<ij<n-
Son transposé est 1’adjointe classique :

adj(A) = Com(A)”.

Théoreme 5.5.1: Identité de la comatrice et formule de ’inverse

Pour A € M,,(K),

Aadj(A) = adj(A)A = (det A)I,,.

Si det A # 0, alors

o1

_ T
= detAcom(A) :

Démonstration. Le coefficient de position (7, j) de Aadj(A) vaut

(A adJ(A))l] = Z aiijk.
k=1

Pour ¢ = j, le développement selon la ligne ¢ donne 3", a;,Cy, = det A. Si i # j, cette somme
est le développement suivant la ligne j du déterminant obtenu en y copiant la ligne i ; deux

lignes sont alors égales, donc la somme vaut 0. Ainsi,

n det A, =],
Z aiijk = . ]
k=1 07 t 7é Js

d’on Aadj(A) = (det A)I,. Par le méme raisonnement sur les colonnes,

det A, =7,
0, i ]

Si det A # 0, on divise les deux identités par det A et on obtient 'inverse de A.

(adj(A)A)y; = Zn: Criarj = {

Mohamed Najib LAATABI 10
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5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Exemple 9: Inverse d’'une matrice d’ordre deux

b
Pour A = (a ),
c d

Si ad — be # 0,

En particulier,
~1
2 1 (2 -1
32/ (=3 2/
Exemple 10: Comatrice et inverse d’ordre trois

Soit

120
A=1{0 3 1|, detA=T.
2.0 1

Le calcul des neuf cofacteurs donne

3 2 —6
Com(A)=[-2 1 4
2 -1
Par exemple,
0 3
Ciz = (+1) = —6,
2 0
2
Coy = (—1 =4.
5=
Ainsi,
3 =2 2
Al'=_2 1 -1
-6 4 3

On vérifie Aadj(A) = 71;.
Remarque 4: Attention a la transposition

adj(A) = Com(A)T, A=

Mohamed Najib LAATABI Alggbre IIT



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

La comatrice doit donc étre transposée dans la formule de 'inverse. Pour les matrices de
grande taille, Gauss—Jordan peut étre plus économique.

5.6 Déterminant d’une famille de vecteurs et d’un
endomorphisme

5.6.1 Déterminant d’une famille

Définition 5.6.1: Déterminant relatif & une base

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, de base B = (ey, ..., e,). Pour uy,...,u, €
E, on pose

dgt(ul, ey Up) = det([ul]g [un]g).

Proposition 5.6.1: Critere de base par le déterminant

Soient dim E = n et uq,...,u, € E. Alors

(u1,...,uy,) base de F <= dgt(ul,...,un) # 0.

Démonstration. Notons M = ([u1]g -+ [us]g). L’application de coordonnées étant un iso-
morphisme,
(u1,...,u,) base de E <= (colonnes de M) base de K"
— 1g(M)=n
<= det M # 0.
|

Exemple 11: Une base de R?
Soient u = (1,1,0), v = (0,1,1) et w = (1,0, 1). Dans la base canonique B,

—_ O =

10
dgt(u,v,w) =111
01
=2+#0.

Ainsi, (u,v,w) est une base de R3.
Proposition 5.6.2: Changement de base et déterminant d’une famille

Soient B, B’ deux bases de FE et P = Pg_p. Alors

_ detp(ug, ..., u,)
B det P

dlgt(ul, ceey Up)

Mohamed Najib LAATABI Alggbre IIT



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Démonstration. Posons Mg = ([u1]g -+ [un]g). D’apres le chapitre 4,
Mp = PMpg — det Mg = det P det Mp:.
Or P est inversible, donc det P # 0 et la formule en découle. |

Remarque 5: Dépendance a la base

La valeur de detg(uy, ..., u,) dépend de la base choisie, mais sa nullité n’en dépend pas :

dgt(ul, ceUy) =0 <= dlgt(ul, ceyUy) = 0.

5.6.2 Déterminant d’'un endomorphisme

Proposition 5.6.3: Indépendance de la matrice d’'un endomorphisme

Siu € L(F) avec dim E = n < 400, les matrices de u dans deux bases quelconques ont
le méme déterminant.

Démonstration. Pour A = Matg(u) et A" = Matg (u),
A =P AP, P e GL,(K).
Ainsi,

det A" = det(P ") det Adet P = det A.

Définition 5.6.2: Déterminant d’un endomorphisme

Pour v € L(FE), dim E = n < 400, on définit

det u = det (Matg(u)),
indépendamment de la base B.
Corollaire 5.6.1: Composition et automorphisme
Pour u,v € L(F), avec dim E < 400,

det(v o u) = detvdet u, u bijectif <= detu # 0.

Démonstration. Dans une méme base B,
Matg(v o u) = Matg(v) Mat[;(u).

La formule de Binet donne le premier résultat. Le critere d’inversibilité de la matrice donne
le second. [ |

Mohamed Najib LAATABI 13 Algebre 111



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

5.7 Mineurs et rang d’une matrice

Définition 5.7.1: Mineur d’ordre r
Soit A € M,, »,(K) et 1 <r < min(m,n). Pour

1<y < <t <, 1<n<---<j-<n,

on appelle mineur d’ordre r le déterminant

Qiyji 0 Qigg,
AIJ: ) ]:<i1a"'7i7‘)7JZ(jla"')jT’)‘

Qipjy w0 Qiggy

Théoreme 5.7.1: Caractérisation du rang par les mineurs

Pour A € M,, ,,(K) non nulle,

rg(A) = max{r > 1 : 3 un mineur d’ordre r non nul}.

Si A = 0,0, 1g(A) = 0.

Démonstration. Soit Ay ; # 0 un mineur d’ordre 7. Les r colonnes de la sous-matrice carrée
correspondante sont libres. Toute relation entre les  colonnes completes de A, restreinte aux
lignes I, impose donc des coefficients nuls. Ainsi,

Arg#0 = r1g(A) >

Réciproquement, soit s = rg(A) > 0. On extrait s colonnes libres de A, formant B €
M, s(K), de rang s. L’égalité des rangs des lignes et des colonnes donne

rg(BT) =1g(B) = s.

On extrait donc s lignes libres parmi les lignes de B. Leur matrice carrée M € M (K) est
de rang s, d’ou
det M # 0.

C’est un mineur d’ordre s de A. Les deux implications donnent le résultat. [ |

Exemple 12: Rang d’une matrice rectangulaire

1 2 1
A= ( ) GMZ[&(R),
2 4 3

le mineur des colonnes 1 et 3 vaut

Pour

11
=3-2=1#0.
2 3 ?
Donc rg(A) > 2 et, puisque rg(A) < 2,
rg(A) = 2.

Mohamed Najib LAATABI Alggbre ITT



5. Déterminants et Cramer Algebre 111

Exemple 13: Déterminant nul et rang non nul

Pour
1 0 1
B=10 1 1|, Ly =L+ Lo,
1 1 2
on a
10
det B = 0, 0 1:1750 = 1g(B)=2.

5.8 Regle de Cramer et systéemes linéaires

5.8.1 Formule de Cramer

Définition 5.8.1: Systéme de Cramer
Un systeme AX = b est dit de Cramer si

I b1
A= (aij) GMn(K), X = 5 b= 5 detA;éO

Tn by,
Si A= (Cy --- C,), on définit

Ai0)=(CL - G bCja - Cu),  1<j<n.

Théoreme 5.8.1: Reégle de Cramer

Pour tout systéeme de Cramer AX = b, il existe une unique solution
T
X=A"=]":|,
Tn
avec
det Aj (b) .
B = =5 1<73<n.
! det A ' =

Démonstration. Comme det A # 0, la matrice A est inversible, donc AX = b possede une
solution unique. Ecrivons

n

k=1
Par multilinéarité dans la j-iéme colonne,

det Aj(b) = Z Tk det(Cl, e ijl, Ck, Cj+1, ey Cn)
k=1

= z;det A,
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car les termes k # j contiennent deux colonnes égales. Puisque det A # 0,

T T det A

Exemple 14: Systéme de Cramer dans R?

Résolvons
20 +y =9,
() { -
r—y=1.
On obtient
2 1
A = = -3,
1 -1
5 1
Ay, = = —0,
1 -1
2 5
A, = = 3.
S|
Ainsi,

Exemple 15: Systéme de Cramer dans R?

Soit
r+y+z=3,
(9): r—y+z=1,
r+y—z=1
Pour
11 1 3
A=11 -1 1 |, b=11]{,
1 1 -1 1

on a, par Ly < Ly — Ly et Ly < L3 — Ly,

A=detA=1-(-2) (-2) =4.
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Les déterminants de remplacement valent

Donc

(2,9, 2) = (iji) (LD, S(S) = {(L,L 1)},

5.8.2 Discussion des valeurs exceptionnelles

Exemple 16: Discussion d’un systeme avec parametre

Pour a € R, considérons

ar +y =1,
(Sa) { .
T+ ay = 1.

On pose

1 «a

Aa:(a 1), Ala)=a*—1=(a—1)(a+1).

Sia¢ {—1,1}, la régle de Cramer donne

a—1 1
AIIA: —17 = = = .
v = VT T T A

Pour les valeurs exceptionnelles,

a=1: z4+y=1 = (z,y)=(1-t1), teR,

_ -1
a=—1" {“y = =2
r—y=1

Par conséquent,
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Remarque 6: Limite de la regle de Cramer

Pour A € M,,(K),

det A0 =V e K" X ecK": AX =0,
det A = 0 = la regle de Cramer ne s’applique pas.

Lorsque det A = 0, on revient au critere du chapitre 4 :

(A1) >18(4) —S-—2,
rg([A | b)) = 18(4) <n = || = .
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