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Généralités sur les suites

Enoncés des exercices

Exercice 1 : Calcul de limites

Déterminer la limite, si elle existe, des suites suivantes, définies pour n > 1 :

n+(=1)" 1427 ()
p = —F——", = ,  Cp = cos(mn),
T Bn42=1) " 1—3n "
. cos (,"/7.(2eln(n")> B O /. 1 n+1
n = 2 12 T o fn = Slnn+1 )

gn = n+11/ 2 + (_1)’!},

Exercice 2 : Nature et limites de suites

Etudier la nature des suites (u,) suivantes et donner leur limite éventuelle.

1. u, = 3ne3"

2. up =In(2n? —n) —In(3n + 1)

3. u,=vVni+n+1—vn2—n+1
4. up = —lnfg”

5. U, = (ZSin%1 + %cosn)n

Exercice 3 : Partie entiere et densité

Soit x € R.

—_

. Donner 'encadrement qui définit la partie entiere |[z].

[\

. Soit (up)nen+ définie par u,, = 2] +[22] £+ 1n2] Donner un encadrement de n2u,.

(en utilisant k}i:l k= @)

w

. En déduire que (uy,) converge et calculer sa limite.

e

En déduire que QQ est dense dans R.
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Exercice 4 : Suite rationnelle et définition de la limite

On consideére la suite de nombres réels (u,,) définie par u, = % pour tout n € N.
1. Démontrer que cette suite est croissante et majorée.

2. Démontrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, que lirf Up = %
n—-+0oo

Exercice 5 : Suite définie par récurrence

Soit (uy,) une suite définie par la relation de récurrence u,4+1 = %un + 1 et la donnée de ug.

1. (a) Montrer que si ug < 2, alors pour tout n > 0, u,, < 2 et que la suite (uy)nen est monotone.
(b) En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et déterminer sa limite.

2. (a) Montrer que si ug > 2, alors pour tout n > 0, u, > 2 et que la suite est monotone.
(b) En déduire que la suite (u,)nen est convergente et déterminer sa limite.

3. (a) On pose v, = u, — 2. Montrer que la suite (v,)nen est une suite géométrique de raison %
(b)

En déduire une expression de u,, en fonction de n et ug. Retrouver le résultat des deux premieres
questions.

Exercice 6 : Densité et approximation par des suites
Soient z,y € R tels que =z < y.
1. Vérifier qu'il existe un entier naturel n tel que 1 < n(y — z).

2. Soit m = |nz| + 1. Montrer que
m
r<< — <y.
n

3. En utilisant 2), montrer qu'il existe o € R\ Q tel que z < a < y.

4. Soit = € R. Montrer qu’il existe une suite (), d’éléments de Q (resp. R\ Q) telle que (x,) converge
vers .

Exercice 7 : Comparaison de suites convergentes

Soient (uy) et (v,) deux suites convergentes. On note £ et ¢’ les limites respectives de (uy) et (v,). On
suppose que £ < /.

1. Montrer qu’il existe N tel que Vn > N, u, < v,.

2. Réciproque?

Exercice 8 : Suites extraites et suites adjacentes
Soit (uy) une suite de nombres réels.

1. On suppose que (ugy) et (ug,41) convergent vers la méme limite £. Montrer que (u,,) converge vers

L.
2. Donner un exemple de suite telle que (ug2,) et (ugn+1) convergent mais (u,) diverge.

3. On suppose que les suites (ugy,), (u2nt1) et (usy,) convergent. Montrer que la suite (u,) converge.

4. Montrer que la suite (u,) définie pour n > 1 par u, = cos ((n + %)7‘(’) est divergente.
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5. Soit (uy) la suite définie par :
z": (=1)*
Up = Y ~—.
k1
Montrer que les suites (ugy,) et (u2n4+1) sont adjacentes. En déduire que (u,) converge.

6. Soient a,b > 0 et (uy), (vy,) les suites définies par :

Uy, + Up,

upgp =a, Y= b7 Up4+1 = VUnUn, Untl = 9

Montrer que (uy,) et (v,) sont convergentes vers une méme limite appelée moyenne arithmético-
géométrique de a et b.

Exercice 9 : Suites trigonométriques
Soit 6 € R tel que 8 # nm pour tout n € Z. On consideére les suites (u,) et (v,) définies par :
up, = cos(nf), v, = sin(nh).

1. Montrer que (u,) converge si et seulement si (v,) converge (penser a une relation entre les limites
éventuelles).

N

En déduire que (u,) et (v,) divergent. (On pourra supposer le contraire, utiliser les relations
démontrées dans 1) et remarquer que si £ = limuy,, ¢ = lim v, alors £2 + ("2 = 1).

Exercice 10 : Suite harmonique

Pour tout n € N*, on pose H,, = > ;_; %
1. Démontrer que, pour tout n > 1, Hy, — H,, > %

2. En déduire que lim H, = +o0.
n—-+o0o
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