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Fonctions dérivables et applications

Enoncés des exercices

Exercice 1 : Théoréeme de Rolle et racines de polynomes

Soit P(X) = (X — a1)(X —ag) -+ (X — ) un polynéme de degré n > 2, ou les a; sont des réels
distincts tels que :

ar <o << ap
1. Montrer que le polyndéme dérivé P’ admet au moins n — 1 racines réelles distinctes. En déduire
qu’elles sont toutes réelles.

2. On considéere la fonction auxiliaire f(x) = P(x)e®. En utilisant f, démontrer que le polynéme
S = P + P’ admet également au moins n — 1 racines réelles distinctes.

3. Démontrer enfin que toutes les racines de P + P’ sont réelles.

Exercice 2 : Valeurs intermédiaires et théoréeme de Rolle

1. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer que 1’équation :

tan(z) + % =0

admet une solution unique sur 'intervalle [?jf, 77]

2. En appliquant le théoreme de Rolle a la fonction f définie par :
f(z) =e®sin(z) — 1

sur l'intervalle [0, 7], montrer que 1’équation sin(x) + cos(z) = 0 admet au moins une solution dans
10, 7.

Exercice 3 : Nombre de racines d’un polynéme

Soit n > 2 un entier et p, ¢ € R. On considére le polynéme défini par :
PX)=X"+pX +q

1. Démontrer que P admet au plus 3 racines réelles distinctes.

2. On suppose que n est pair. Démontrer que P admet au plus 2 racines réelles distinctes.
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Exercice 4 : Polynéme et exponentielle

Soit P € R[X]. Montrer que 1’équation P(z) = e® posseéde un nombre fini de solutions réelles.

Exercice 5 : Théoréeme des accroissements finis

1. Démontrer que pour tous réels = et y :

|arctan(z) — arctan(y)| < |z — y|

2. Démontrer que pour tout z >0 :
z<e’—1<zge”

3. Montrer que pour tous réels x et y :

|sin(z) —sin(y)| < |z —y|

Exercice 6 : Encadrements du logarithme

1. Soit f(t) = In(t). En appliquant le TAF sur [k, k + 1] pour k£ € N*, montrer que :

1 1
——— <In(k+1) —In(k) < =
o S+~ (k) <
2. Montrer que pour tout x > 0 :
T <(l+z)<z
1+2— -

Exercice 7 : Suite définie par le logarithme
Soit f : [0,4o00[— R définie par f(z) = In(1 + z). On considere la suite (u,)nen définie par
ug = 1, Unt1 = f(un) (n€N).

1. (a) Soit g(x) = f(x) — x. Montrer que ¢'(0) = 0 et que ¢'(x) < 0 pour tout z > 0. En déduire que
0 est l'unique point fixe de f sur [0, +o0].

(b) Montrer que g(z) < 0 pour tout = > 0, puis que 0 < up4+1 < up < 1 pour tout n € N.

[\

. Calculer f’ et montrer que 3 < f/(z) < 1 sur [0,1]. Existe-t-il une constante ¢ < 1 telle que

|f(x)] < ¢ pour tout = € [0, uy,] et tout n € N? Justifier.

w

. En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que, pour tout n € N; il existe ¢, €]0, uy]

tel que
Unp,

14¢,

Unp+1 = f/(cn)un =

;o1 [
En déduire T < Unpt1 < Up.
+ up,

i

Montrer que (u,) converge, puis déterminer sa limite en utilisant la continuité de f.
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