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TRAVAUX DIRIGES / SERIE 2
Formules de Taylor
Taylor-Lagrange, reste intégral, Taylor—Young et applications

Enoncés

Consigne. Justifier les réponses et préciser les hypotheses des résultats utilisés.

Exercice 1 — Construire le polynéme de Taylor

Dérivées successives et unicité
On note T, 4 le polynéme de Taylor d’ordre n au centre a.

%)(k) = (_x%&k' sur )0, +ocl, puis donner Ty ; de z — 2.

Montrer que (
Calculer T3 2 de x — Inz, en écrivant le résultat en puissances de h = x — 2.

Pour f(z) = (1 + 2)e®, établir f*)(z) = (z + k + 1)e”, puis déterminer T3 .

W b=

Montrer qu’il existe au plus un polynéme P de degré au plus n tel que P*)(a) = f*)(a) pour
0<k<n.

Exercice 2 — Valeurs approchées et erreur garantie

Choisir 'ordre et majorer la bonne dérivée

1. Pour a > 0, montrer par Taylor-Lagrange que

- 2 4 o
cosa — — = | < —.
2 247 120
4 dire 337 1 1 337 1
En déduire 557 — 5575 < cos <§> <5t M
2. Pour z > 0, établir
22 23
0§1n(1+:c)—x+? < 3

En déduire une valeur approchée de In(1,003) avec une erreur inférieure & 10~5.

3
. x .
. Montrer que |sinx — z| < % pour tout z € R. Donner un rayon r > 0 garantissant une erreur au

plus 10~* pour |z| < r.

L

Exercice 3 — Deux suites classiques de sommes partielles

Prouver la convergence et controler le reste

Pour n > 1, posons
"1 n (_1)k—1
=3 1 =y S
k! k
k=0 k=1
1. En appliquant Taylor-Lagrange a ’exponentielle entre 0 et 1, montrer 0 < e — u, < ﬁ En
déduire la limite de wu,,.
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Analyse III | Série 2 Taylor et contrdle du reste

2. Vérifier, pour t € [0, 1], I'identité

[ = PN G Vi
i —t N7
141 g::o( ) + 14+t

L’intégrer pour obtenir une expression exacte de In 2 — v,,.
3. Montrer |In2 — v,| < n%rl, déterminer le signe du reste et en déduire la limite de v,.

4. On admet e < 3. Donner un rang suffisant pour une erreur inférieure & 10~2 dans chacune des deux
approximations.

Exercice 4 — Du reste intégral au reste de Lagrange

Comprendre les formules et leurs hypotheses
Soient a < b, n > 1 entier et f € C"([a, b]).

1. Montrer par intégrations par parties successives que

=1 k) (g 1 b o
)= X g0t + gy [e- 0 wa

2. Pour une fonction continue g : [a,b] — R, montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

(b—a)"

[ oo tgteyar = 4(0).

3. En déduire Taylor-Lagrange & 'ordre n — 1, puis une borne du reste si | f(™| < M sur [a, b].

4. Pour x > 0, appliquer la formule intégrale a e* pour montrer

<e—-1—1x— < e,
- - 6

x z? x>
2

Exercice 5 — Une intégrale calculée grace a Taylor

Reconnaitre le noyau du reste intégral

On veut calculer

P+ —e)?
I_/O e

1. Pour f(z) = In(1 + 22), calculer f(0), f'(0) et f"(z).

2. Ecrire Taylor avec reste intégral & ordre 1 entre 0 et 1.
3. Identifier I'intégrande et en déduire la valeur exacte de I.
4

. Expliquer pourquoi le choix de f évite une décomposition en éléments simples.

Exercice 6 — Un encadrement polynomial valable sur une demi-droite

Exploiter le signe du reste
Soit f(z) = (1+ x)_% pour x > —1.
1. Calculer f/(z), f"(x), f"(z) et f®(x); préciser leurs signes.

2. Déterminer les polynémes de Taylor P, et P53 au centre 0.
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3. Montrer, pour tout x > 0,

1 x+2x2 14x3< 1 <1 x+2x2
3 9 81 — Y1+z — 3 9 -
4. Donner un encadrement de ﬁ et la largeur exacte de cet encadrement.

Exercice 7 — Limites déduites de Taylor—Young

Développer chaque fonction au bon ordre

1. Soit f € C? au voisinage de a. Calculer

fla-+h) = 2f(a) + f(o—h)

I
B h?
2. Soit f € C? au voisinage de 0. Déterminer
10 _ f(@)=f(0)
lim ) L
z—0 xT

In(l+az)—z+ %
. Calculer lim ( +x)3 Tt .
z—0 X

w

~

. Pour chaque question, indiquer les fonctions développées, leur centre et 'ordre nécessaire. Dans la
question 2, développer f’ directement.

Exercice 8 — Approximer les dérivées par des différences centrées

Faire disparaitre les termes de parité opposée
Soient h > 0 et f € C*([a — h,a + h]). Posons

fla+h)—fla—h) fla+h)—2f(a) + fla—h)

_D = 5 S - )
" 2h, h h?
M3 = a " et My = a @),
3 [afmh,a)ih] |f | 4 [afr%,a}ih] |f |
1. En développant a l'ordre 2 aux points a + h et a — h, montrer | Dy, — f'(a)| < MSThQ.

7 NIRE) , . 2
2. En développant a 'ordre 3, établir |Sy, — f”(a)| < 22,

3. Pour f(x) =sinz et h = 1072, donner les deux bornes d’erreur, valables pour tout a € R.

Exercice 9 — Contrdler une dérivée par Taylor
Majoration globale et contrainte aux extrémités

A. Inégalité de Kolmogorov. Soit f € C3(R) telle que My = supg |f| < +o0 et My = supg |f| <
+00.

1. Pour z € R et h > 0, montrer |f'(z)] < % + %

2. Optimiser en h lorsque My, My > 0; traiter aussi les cas ou 'un d’eux est nul. En déduire

supg | f'| < 2/ Mo M.

. Une dérivée seconde nécessairement grande. Soit g € C2([0, 1]) telle que
9(0)=4'(0)=g'(1)=0, g(1)=1

En développant g (%) autour de 0 puis de 1, montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que |¢"(c)| > 4.

o8]
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Exercice 10 — Méthode de Newton et erreur quadratique

Synthese : convexité, suites et Taylor-Lagrange
Soient a < b et f € C%([a,b]) telles que f(a) <0 < f(b), f' > 0et f” >0 sur [a,b].
1. Montrer que f posséde un unique zéro v €a, b.

2. Pour x € [, b], justifier géométriquement et algébriquement

@
7(z)

3. Posons z¢g = b et z,41 = ¢(x,,). Montrer que la suite est bien définie et converge vers .

4. Avec m = min f' > 0, M = max|f"| et K = 2 établir
a,b] [a.b]
2n
[eni1 =9 < Klan =%, Klon =] < (Klzo =) -

5. Appliquer & f(z) = 22 — 3 sur [1.7,1.8] : écrire la récurrence, calculer z1 et xo, puis montrer que 3
approche /3 avec une erreur inférieure a 1078.
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