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Symboles et Abréviations Analyse Numérique — M. N. LAATABI

Symbole Description / Signification

K Corps des scalaires (R ou C)

Mn(K) Matrices carrées d’ordre n sur K

Mm,n(K) Matrices de type (m, n) sur K

In Matrice identité d’ordre n

aij Coefficient ligne i, colonne j de A

z Conjugué complexe du scalaire z ∈ C

AT ou tA Transposée de A : (AT )ij = aji

A∗ Adjointe de A : (A∗)ij = aji, A∗ = AT

tr(A) Trace de A : somme des termes diagonaux
n∑

i=1
aii

det(A) Déterminant de A

A−1 Inverse de A : unique matrice vérifiant AB = BA = In

PA(λ) = det(A − λIn) Polynôme caractéristique de A

sp(A) Spectre de A

λi Valeurs propres de A

ρ(A) = maxi |λi| Rayon spectral de A

Eλ = ker(A − λIn) Sous-espace propre associé à λ (Ax = λx, x ̸= 0)

∥ · ∥, ∥| · |∥ Norme vectorielle sur Kn ; norme matricielle sur Mn(K)

∥|A|∥1, ∥|A|∥∞ Norme 1 (max sommes colonnes) ; norme ∞ (max sommes
lignes)

ρ(A) = maxi |λi| Rayon spectral de A

∥|A|∥2 =
√

ρ(A∗A) Norme spectrale ; si A∗A = AA∗ alors ∥|A|∥2 = ρ(A)

DSD Matrice à Diagonale Strictement Dominante

SDP Matrice Symétrique Définie Positive

Les notations suivent les conventions standards de l’Analyse Numérique.
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1 Rappels sur les matrices

1.1 Notations et définitions générales

Soient m, n ∈ N∗. Une matrice de type (m, n) sur K est un tableau de scalaires (réels
ou complexes) à m lignes et n colonnes :

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn



Définition 1.1.1: - Matrice de type (m, n)

On adopte les conventions de notation suivantes :
— Mm,n(K) désigne l’ensemble de toutes les matrices de type (m, n) sur K.
— Lorsque m = n, on note simplement Mn(K) l’ensemble des matrices carrées d’ordre

n sur K.
— Le coefficient de la matrice A situé à l’intersection de la ligne i et de la colonne j est

noté Aij (ou aij).

1.1.1 Transposée d’une matrice

Soit A = (aij) une matrice de type (m, n) sur K. La transposée de la matrice A,
notée AT (ou tA), est la matrice de type (n, m) obtenue en échangeant les lignes et les
colonnes de A. Le coefficient de la i-ème ligne et j-ème colonne de AT est le coefficient
de la j-ème ligne et i-ème colonne de A :

(AT )ij = aji

Ainsi :

Définition 1.1.2: Transposée d’une matrice

1
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AT =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... . . . ...

a1n a2n · · · amn



Soit A = (aij) une matrice de type (m, n) à coefficients dans C. La matrice adjointe
(ou transposée conjuguée) de A, notée A∗, est la matrice de type (n, m) obtenue en
calculant la transposée de A, puis en remplaçant chaque coefficient par son conjugué
complexe. Le coefficient d’indice (i, j) de A∗ vérifie :

(A∗)ij = aji

Ainsi, on a A∗ = AT :

A∗ =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... . . . ...

a1n a2n · · · amn



Définition 1.1.3: Matrice adjointe (ou transconjuguée) dans C

1.1.2 Trace

Soit A ∈ Mn(K) une matrice carrée de coefficients (aij) ∈ K pour tous i, j = 1, . . . , n.
Sa trace est la somme de ses termes diagonaux :

Tr(A) =
n∑

i=1
aii.

Définition 1.1.4: Trace d’une matrice carrée

Pour toutes matrices A, B ∈ Mn(K) :

Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(AB) = Tr(BA).

Propriété 1.1.1: de la trace

1.1.3 Déterminant
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Le déterminant d’une matrice carrée A ∈ Mn(K) est noté det(A) ou

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Il est défini par la formule :

det A =
∑

σ∈Sn

ε(σ) a1σ(1) · · · anσ(n),

où Sn est le groupe des permutations (bijections de {1, . . . , n} dans lui-même), et
ε(σ) ∈ {−1, +1} est la signature de la permutation σ.

Définition 1.1.5: Déterminant

1. det In = 1,
2. det AT = det A,
3. det A∗ = det A,
4. det(AB) = det A · det B,
5. Pour tout scalaire α ∈ K : det(αA) = αn det A,
6. Le déterminant d’une matrice triangulaire (et a fortiori diagonale) est égal au

produit de ses termes diagonaux :

det A =
n∏

i=1
aii.

Propriété 1.1.2: du déterminant

1.2 Inverse d’une matrice

On dit que la matrice carrée A ∈ Mn(K) est inversible s’il existe une matrice B ∈
Mn(K) telle que

AB = BA = In.

La matrice B est appelée inverse de A et est notée A−1.

Définition 1.2.1: Matrice inversible

1.2.1 Règles de calcul sur les inverses

Mohamed Najib LAATABI 3 Module : Analyse Numérique
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Pour toutes matrices inversibles A et B de même taille :

(AB)−1 = B−1A−1,
(
AT

)−1
=

(
A−1

)T
,

(
A∗

)−1
=

(
A−1

)∗
.

Propriété 1.2.1: Opérations sur les inverses

1.2.2 Caractérisation d’une matrice inversible

Soit A ∈ Mn(K). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible,
2. det A ̸= 0,
3. Le système Ax = 0 admet pour seule solution x = 0,
4. Pour tout b ∈ Kn, le système Ax = b possède une unique solution.

Propriété 1.2.2: Équivalences

1.2.3 Sous-matrices principales

Les Sous-matrices principales Ak de A ∈ Mn(R) sont les sous-matrices obtenues en
ne conservant que les k premières lignes et les k premières colonnes :

Ak = (aij) 1≤i,j≤k, k = 1, . . . , n.

Autrement dit, Ak est le coin supérieur gauche de taille k × k de A.

Définition 1.2.2:

Une matrice carrée A = (aij) est dite à diagonale strictement dominante si et seulement
si

∀ i ∈ {1, 2, . . . , n}, |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij|.

Définition 1.2.3: Matrice à diagonale strictement dominante

1.3 Valeurs propres, vecteurs propres

1.3.1 Définitions générales

Soit A ∈ Mn(C).
Polynôme caractéristique :

PA(λ) = det(A − λIn)

Définition 1.3.1: Éléments spectraux
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Valeurs propres : Les n racines complexes λi de l’équation PA(λ) = 0.
Spectre : L’ensemble des valeurs propres :

sp(A) = {λ1, . . . , λn}

Rayon spectral : Le plus grand module des valeurs propres :

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|

À toute valeur propre λ de A est associé au moins un vecteur x ∈ Cn, x ̸= 0, tel que

Ax = λx.

On dit alors que x est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.
Le sous-espace propre associé à λ est le sous-espace vectoriel de Cn :

Eλ = ker(A − λIn) = {x ∈ Cn | Ax = λx}.

Définition 1.3.2: Vecteurs propres et sous-espaces propres

Tr(A) =
n∑

i=1
λi, det(A) =

n∏
i=1

λi.

Propriété 1.3.1: Trace et déterminant via les valeurs propres

1.3.2 Cas des matrices réelles (A ∈ Mn(R))
Deux approches pour la recherche d’éléments spectraux :

— Sur C : Valeurs et vecteurs propres dans C et Cn.
— Sur R : Valeurs propres réelles uniquement (PA(λ) = 0 avec λ ∈ R) et vecteurs propres

dans Rn. Attention : le spectre peut être vide.

Rayon spectral : Toujours calculé sur les racines complexes, même si la matrice est
réelle :

ρ(A) = max{|λ| | λ ∈ C, PA(λ) = 0}

Remarque 1:

1.4 Normes vectorielles et matricielles

1.4.1 Norme vectorielle

Mohamed Najib LAATABI 5 Module : Analyse Numérique
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Une norme sur Kn est une application ∥·∥ : Kn → R+ satisfaisant :
1. (Séparation) ∀ x ∈ Kn, ∥x∥ = 0 =⇒ x = 0,
2. (Homogénéité) ∀ x ∈ Kn, ∀ λ ∈ K, ∥λx∥ = |λ| ∥x∥,
3. (Inégalité triangulaire) ∀ x, y ∈ Kn, ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Définition 1.4.1: Norme sur Kn

1.4.2 Norme matricielle

Une norme matricielle est une norme sur Mn(K) qui vérifie de plus la condition de
sous-multiplicativité :

|||AB||| ≤ |||A||| |||B||| , ∀ A, B ∈ Mn(K).

Définition 1.4.2: Norme matricielle

1.4.3 Normes matricielles classiques

Les normes matricielles classiques induites par les normes vectorielles sont :
(a) Norme 1 (max des sommes en colonne) :

|||A|||1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij|.

(b) Norme infinie (max des sommes en ligne) :

|||A|||∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij|.

(c) Norme spectrale (norme 2) :

|||A|||2 =
√

ρ(A∗A) =
√

ρ(AA∗) = |||A∗|||2 .

(d) Si de plus A est normale (i.e. A∗A = AA∗), alors :

|||A|||2 = ρ(A).

Propriété 1.4.1: Normes usuelles

Pour une matrice carrée A ∈ Mn(C), la conjuguée transposée (adjointe) est notée
A∗ = A

T . Pour les matrices réelles, A∗ = AT .

Remarque 2:
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1.5 Matrices définies positives

A ∈ Mn(R) est définie positive si :

∀ x ∈ Rn \ {0}, xT Ax > 0.

Définition 1.5.1:

Soit A ∈ Mn(R) et As = A + AT

2 . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est définie positive.
2. λi(As) > 0 ∀ i = 1, . . . , n.
3. det

(
(As)k

)
> 0 ∀ k = 1, . . . , n.

Proposition 1.5.1: Cas général

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est définie positive.
2. λi(A) > 0 ∀ i = 1, . . . , n.
3. det(Ak) > 0 ∀ k = 1, . . . , n.
4. ∃ B ∈ Mn(R) inversible : A = BT B.

Proposition 1.5.2: Cas symétrique : AT = A

Mohamed Najib LAATABI 7 Module : Analyse Numérique
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