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Lagrange o Newton e Différences divisées o Vandermonde ¢ Erreur d’interpolation

Exercice 1 Interpolation de Lagrange

Soit f la fonction définie sur [0, 3] par

flz) = QSin(gx) :

1. Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange qui interpole f aux points 9 =0, 1 =1
et 9 = 3.
27r)

2. Utiliser ce polynéme pour approcher les valeurs sin(%) et sin(%").

1) Construction du polynéme d’interpolation de Lagrange

Les points d’interpolation sont xg = 0, 1 = 1, 2 = 3. On évalue f en ces nceuds :

yo = f(0) =0, y1=f(1) = 28111(%) =1, y2 = f(3) = 2sin(%) =2.

Le polynéme de Lagrange de degré < 2 s’écrit :
2

2
Py(x) = yili(z), ot fi(w) = [ —%.
i=0 k=0 i~ Tk
ki
Puisque yo = 0, le terme yplp(z) est nul. On calcule seulement ¢1 et o :
(x—O)(m—3)_m(m—3)__} B
b@=a=oa=y - =2 - 2%
(—=0)(z—1) az(xzx—-1) 1
= = = —a(z—1).
L) = 50 E oD 6 g @1

Le polynéme d’interpolation est alors :
PQ(:E) =1 fl(l‘) +2- fg(l‘)

1 2
:fix(asz)qLéx(:cfl)
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Vérification : PQ(O) =0= Yo, Pg(l) = g =1= Y1, P2<3) = 3(7—3) =12 _ 2= Y.

2) Approximation des valeurs trigonométriques

Approximation de sin(%)

On cherche z tel que %az = g, soit x = 2.

T\ f(2) P(2) 1 2(7-2) 1 10 5
Sln(?,)_ 2> Yo T3 g T2 67088
(Valeur exacte : § ~ 0,866 ; erreur absolue ~ 0,032.)
Approximation de sin(%{)
2 12
On cherche x tel que T = —W, soit t = — = 2,4
6 5 5
sin<27r> _ f(2,4) ~ Py(2,4) _ 1 24 (7—24) _ 1 24x46 _ 1 11,04 —0.92.
) 2 2 2 6 2 6 2 6

(Valeur exacte : sin(%r) ~ 0,951 ; erreur absolue ~ 0,031.)

Exercice 2 La forme récursive du polynéome d’interpolation de Newton

Soit f : R — R une fonction telle que

fO)y=1, f)=-1, f4)=1, f(6)=-1
1. Déterminer le polynéme d’interpolation de f en 0, 1 et 4 par la méthode de Lagrange.
2. Déterminer le polynéme d’interpolation de f en 0, 1 et 4 par la méthode de Newton.
3. Quel est le polynéme d’interpolation de f en 0, 1,4 et 67
4. Estimer la valeur de f(0,8).

1) Méthode de Lagrange sur les nceuds 0, 1, 4

Posons g = 0, x1 = 1, 2 = 4. Les polynémes de base sont :

_-DE-49 @@-1E-4 1
fo(w) = O—1)0—4) 4 = 3@ —sr+4),
(z—-0)(x—4) wx(x-—4)
Ly e B G
(x—=0)(x—1) x(z—1) 1
Ll =Ty T = 5@ )

D’ou :
Py(z) =1-lo(z) + (—1) - l1(x) + 1 - lo(x)

=—(2° =52 +4)+ =(2° —42) + —(2° — x).
4(3@ Sz +4) 3(36 x) 12(x x)

En réduisant les coefficients (diviseur commun 12) :
3(x? — 51 +4) +4(2? —da) + (2® —x
Py = ¥ Al ) 4 2 0)

1
= ﬁ(&p2 — 32z +12),

2
:1—2x+§x(aj—1).
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Vérification : P,(0) =1, Py(1)=-1, P4)=1. V

2) Méthode de Newton sur les nceuds 0, 1, 4

On dresse la table des différences divisées :

x| flzk Ordre 1 Ordre 2
0 1
flao,m] = Tt = -2 2
2 _(—2) 2
1] -1 Ll f[avo,ajl,m]:34_(0)::3
fleve == =3
4 1

Le polyndéme de Newton s’écrit :

Py(z) = flzo] + flxo, z1] (x — z0) + flzo, x1, x2] (z — 20)(z — 1)
:1+(—2)(l‘—0)+§l‘(l‘—1)
2

1 2+22
=1-22x+ -2° — su,
3 3

2
:1—2x+§x(a:—1).
L’unicité du polynéme d’interpolation garantit 1’égalité des deux résultats.

3) Polyndéme d’interpolation sur les nceuds 0, 1, 4, 6

L’atout de la méthode de Newton est sa récursivité : 'ajout du noeud z3 = 6 se réduit au calcul d’'un
seul coefficient supplémentaire.

Ps(z) = Py(z) + flzo, 21,2, 23] - x(x — 1)(x — 4).

On complete la table des différences divisées :

2y, | Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3
0 1
-2
1 -1 2
3 12
2 —3—3_ 1
) 6—0 6
—-1-% 1
4 1 3 _ _ =
6—1 3
-1-1
=-1
6—4
6 -1
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D’ou :

Py(z)=1-2x+ 2ar:(:zc -1)— }x(az —1)(z —4),

3 6
1 3 10

Vérification : P5(6) = —36 454 — 20 + 1 = —1.

4) Estimation de f(0,8)

Py(0.8) = Py(0.8) — é(o,g)(o,g ~1)(0,8 — 4)

_ (2(0,64) _ 2(0,8) + 1) _ é(o,s)(-o,2)(-3,2)

3
B (1,28—6,4+3> 0,512
N 3 6
212 0,512
=T 7~ (0,792.
3 6 ’

Exercice 3 Forme explicite des différences divisées

1
Soit f la fonction définie sur [1,2] par f(z) = —.
T

(="

1. Montrer que pour tout n € N,  flxo,z1,...,2,] = ———.
xoxla..ajn

2. En déduire le polynéme Pj3 interpolant f aux points zog = 1, x1 = %, To = %, T3 = 2, sous la
forme de Newton.
1) Démonstration par récurrence
Propriété P(n) : pour tout n € N et pour tous nceuds x, ..., z, deux a deux distincts et non nuls,
_1)n
flxo,x1, ... xn] = (=1)
xo xl PEEEEY xn
o Initialisation.
1 —1)0
— Pour n=0: f[xo]:f(:co):—:( ) v
Zo Zo
— Pourn=1:
1 1 Tro — T1
i f(xl) - f(xO) X ro _ ToT1 _(-Z'l _-1'0) . —1 _ <_1)1
flzo,21] = - - - =— =" v
Tr1 — X0 Tr1 — X0 Tr1 — X9 i) .%'1(:61 — wo) o1 o1

o Hérédité. Soit n > 1. Supposons P(n) vraie. Montrons P(n + 1), c’est-a-dire :

flz1, s xng1] — flxoy .- )
Tn+1 — 20

f[IO, Tly.-- 7xn+1] =
Par hypothese de récurrence (appliquée a des tableaux de n + 1 nceuds distincts) :
(<1 (—1)"

flz1, o xpgp1] = —————, flzo, .. xn] = .
Ty Tpg o Tn
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On substitue :

flzo, ..., Tne1] = 1 <x1(—1)” - (_1)n)

Tn+1 — 0 o Tntl X0 Tn
(= 1 1 1
B In+1 — o ' Ty Tn ($n+1 - 900)
_ (—1)n . 1 L0~ Tntl

Ip+l — Lo X1 Tpn  TOTn+l

(_1)n ) _(wn-i-l - xO)

Tppl — T TOT1- - Tpyl
()" (=1)  (=p"*+!

ToT1 " Tp+l o1 Tp+l

La propriété P(n + 1) est vérifiée.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, pour tout n € N :

—1)"
f[l’o,l’l,...,l‘n] = #
xoxl...xn

2) Polynéme P; sous la forme de Newton

Les nceuds sont g =1, 1 = %, To = %, x3 = 2. On lit directement les coefficients de Newton grace
a la formule démontrée :
k | zx | Formule Valeur
(-1° _1
0] 1 = == 1
flo] - 1
4 (-t 1 3
]_ — = = — —_
3 Flwo, 2] To X1 1- % 4
5 (—1)2 1 9
2 - = pu— E—
3 f[l'O’xlny] To L1 To 1. % ) g 20
(—1)3 -1 9
3| 2 = = _Z
f[x07x17x2a$3] ToT1 To T3 1%32 40
3
Le polynéme de Newton est défini par Ps(x) = Zf[xo,...,:ck] wr(z), avec wy = 1 et wi(z) =
k=0
k—1
H (x —xj).
=0

Py(z)=1- Z(:L‘ -1)+ 2%(96 - 1)(x - 3) — %(m — 1)(1' - ;l)(x — g) .

Apres réduction (développement des produits) :

9 27 119 57
Pyz)= —— g3+ g2 % —.
3@ =07 % "t

Vérification : P3(1) =1 = f(1), P3(2) =3 = f(2).
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1 -1)"
Intérét de la formule explicite. Pour f(z) = —, la formule f[xo,...,z,] = u permet
77 T

: n
de lire immédiatement tous les coefficients de Newton, sans aucun calcul récursif. Cela réduit
considérablement le cotit par rapport a la construction itérative de la table des différences divisées.

Exercice 4 Erreur d’interpolation

Soit f € C*([—2,4]) telle que

1. Calculer le polynéme d’interpolation de f aux points —2, —1, 2, 4 par : (i) la matrice de Van-

dermonde, (ii) la base de Lagrange, (iii) 'approche de Newton.
2. Btudier l'erreur d’interpolation en z = 0, z = 1 et & = 3, sachant que n[aa2x4]|f(4) (t)| <1072
te[-2,

1) Calcul du polynéme d’interpolation

Par le théoreme d’existence et d’unicité, il existe un unique polynéme P3; de degré < 3 qui
interpole f en ces quatre points. Les trois méthodes convergent toutes vers :

1 1
Ps(z) = Za:?’ — 322 + g7+
(i) Matrice de Vandermonde

On pose P3(z) = azx® + asz? + ayx + ag et on écrit les quatre conditions d’interpolation sous forme
matricielle Va=1y:

1 -2 4 -8\ [a —14
1 -1 1 1| || |-
1 2 4 8 ||a| | -8
1 4 16 64/ \as —29

La résolution de ce systeme (par élimination de Gauss ou inversion de V') donne :

aozl, aj :%, a2:—3, a3z = %
D’ou P3(x) = i:{:?’ — 322 + %x +1. v
(ii) Base de Lagrange
Avec xg = =2, 1 = —1, 20 = 2, x3 = 4, les polyndémes de base sont :
)z -2)(z—-4)  (z+D-2)(z—-4) 1
e ey B o 1 B L A A
@+ 2)(z—2)(x—4 (4 2)(z-2)(x—4) 1
) B Y[ ) R A AL A
(+2)(x+1)(z—4) (z+2)(x+1)(x—4)
L0 = omerne-y - @oy | @t he-4),
@)+ 1)(z-2) (z+2)(z+1)(z—-2)
6@ = ryarna-y - 6)(5)(2) — g T+ DE-2).

Analyse Numérique 6 UM5 Rabat Faculté des Sciences



Licence PC Sy 2025/2026

Analyse Numérique Interpolation polynomiale

Le polyndéme de Lagrange est :

La(z) = —14 6o (x) — %El(:v) S 0o(x) — 29 6y (x).

Apres développement et réduction, on retrouve :

19 —
3(@) =7 2
(iii) Approche de Newton
On dresse la table complete des différences divisées :
2z | Ordre O Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3
-2 —14
4414 45
-1+2 4
. 11 -1-4L 13
4 11 242 4 1, 13
-8+ 7 _ 7 it _ 1
2+1 4 w7 . 442 4
9 —8 _ 2 4 _ _°
4+1 4
—29+8 21
4-2 2
4 —29

Le polynome de Newton est donc :
45 13 1
(x4+2)(x+1)+ Z(a: +2)(z+1)(z —2).

Ny(x) = ~14+ (z+2) - -

Apres développement, les trois méthodes confirment :

1 1
P3(£C):1333—3$2+§$+1.

2) Etude de I’erreur d’interpolation

Théoréme d’erreur d’interpolation. Si f € C""!([a,b]) et P, est le polynéme d’interpolation

de fenn+1noeuds zp < -+ < z, dans [a,b], alors pour tout x € [a,b], il existe & €]a,b] tel
que :
FD(E) \ :
@) = Pue) = TS ma@, ot maa@) = [
Ici n = 3, les noeuds sont xg = —2, x1 = —1, x9 = 2, x3 = 4, donc :

my(z) = (z 4+ 2)(z 4+ 1)(z — 2)(z — 4).

La majoration de 'erreur est :
max;e(_o.4 | f@(1)]
F(2) = Py(a)| < —=20 Ima(@)] < S Im(@).

On évalue |my| en chacun des points demandés :
UMb5 Rabat Faculté des Sciences
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x 74(x) Borne de erreur
16 x 1072 2
0| (2)1)(=2)(-4) = 16 | [E3(0)| < 274 — S X 1072~ 6,67 x 107
18x 1072 3
1] (3)2)(=1)(=3) =18 | |E3(1)| < 274 = X102 =75 %107
20x 1072 5
3| (5)WA)(=1) = —20 | [B3(3)| < 274 — 2 X 1072833 x 107
Bilan des erreurs.
2 — =3
|f(0) — P3(0)| < 3 % 107 ~ 6,67 x 107,
3
(1) = Ps(1)] < § x 1072 = 7,50 x 1073,
5 = =3
|f(3) — P3(3)| < 7 = 107" ~ 8,33 x 10™~.
Le point = = 3, situé entre les nceuds zo = 2 et 3 = 4, donne la borne d’erreur la plus grande
car |m4(3)| = 20 est le plus élevé.
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